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Capitulo 1

FUNCIONES CONTINUAS

1.1. Funcion real

Funcion real de variable real es una aplicacion que transforma niimeros reales en ntimeros reales.
Al conjunto original (valores de x), se le llama campo de

existencia o dominio (si no se especifica es el mayor posi-
ble, los valores de x para los que la funcion tiene sentido).

Ser aplicacion exige que todo elemento tenga una imagen

y =tanx

periodo 7

I

y s6lo una.

s

2

(M)

Se suelen representar por y = f(z).

Ejemplos Decir cuales son los dominios de las funciones:

» f:[-1,3] — R/ f(z) = 52*+3; tiene por dominio
[_17 3]

s f(x) = tanz; tiene por dominio R menos los puntos

r=Kr+n/2,K€Z

en que se va a infinito es decir los de la forma C ) 2

= La circunferencia: f(z) = £v/4 — 22 no es funcion.

1.2. Limite de una funcién en un punto

Idea de limite de una funcién en un punto Trata del valor al que se acercan las imégenes
cuando la variable independiente se aproxima a un cierto valor xy. Lo normal es que las imagenes
se acerquen a la imagen de zg, pero no siempre es asi.

Una funciéon y = f(z) tiene por limite a L cuando x tiende a x si al acercarse = a x(, entonces
la y se acerca a L.



2 FUNCIONES CONTINUAS
Esto se escribe : lim f(z) =L
T—xT0
que se lee: "limite cuando x tiende a z de f(x) es igual a L.
Ejemplos Estudiar los limites siguientes

La funcién y = a2

cuando z — 2

x| 179 199 1999
361 396 3/99
lma?={ —4
PR | 21 201 2001
y | 441 404 4004
5 2?2 —1
La funcién y = cuando z — 1
z |09 099 0999
hn E L) w19 199 1999 |
el —1 x| 11 101 1001 n
y 21 201 2001

"Limite infinito”

1
N
2
2 &
..
1

Las imagenes se alejan a infinito, no hay limite la funcién se va a infinito:

(nota: asintota es una recta a la cual se acerca la funcion en el infinito).

Una funcion y = f(z) tiende a infinito cuando = tiende a xq si al acercarse x a xy, la y se hace

enormemente grande, hay asintota vertical.

Y P

|25 27 29 —
y|—4 —11'1 —100 |

35 33 31 -

y -4 —11'1 —100

Limite cuando z tiende a infinito:



1.3 Calculo de limites de funciones 3

2
20 — 3
im = 2;
si es un numero hay asintota horizontal;
Anélogamente: limite cuando x tiende a —oo /

Limites laterales Resultan de acercarse x a xy s6lo por uno de los lados:
Si nos acercamos con valores mayores que z, se llama limite lateral por la derecha y se escribe:

lim f(x).
"E—).Tg
xo Y
Para la izquierda es lim f(x)
T—=Tq
5 Zo
Una funcién tiene limite en un punto cuando los limites late- 2

rales coinciden.

En la figura: ! /

-por la derecha: lim f(z) =2
-por la izquierda: lim f(z) =1
T—=Ty

no tiene sentido hablar de limite en z.

Ejemplos
1 e
1
a) lim = —00 b) lim i =-1
=37 L — z—0" T
Ifm — 1o 3 P -2 -1 12
=3+ — 3 =0+ T 1

1.3. Calculo de limites de funciones

1* regla Sustituir la = por el valor al cual se acerca xy. El nimero que resulta es el limite (salvo
indeterminacion). Ejemplos :

lim32? =5 =71, Iim 32% —5 =00
z—2 T——00

3z — ba? ) 3 v 0
M er—a ibr%<5a:+1) - =
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2% regla: Limite de un polinomio partido por otro polinomio

1. Cuando z tiende a infinito: Este limite se calcula a partir de las mayores potencias que dan
el orden del infinito.

a) Cuando el grado del numerador es menor que el del denominador el denominador es
més potente, el limite es 0.

I . 3=2
lim = dividiendo por x = lim =0

b) Cuando el grado del numerador es igual que el del denominador son igualmente potentes,
el limite es el cociente de los coeficientes de mayor grado.
322 -5 3—35 3

TR 2 1 22
= dividiendo por x —xh_glo T % =z

xh—glo T2 +x
¢) Cuando el grado del numerador es mayor que el del denominador el numerador es méas
potente, el limite es +00. En este caso el signo del infinito se deduce del signo de los
coeficientes de mayor grado del numerador y del denominador.
22 +1 T+ i

lim = dividiendo por x = lim 5
z—o0 3L — z—o0 3 — 2

=0

d) También sirve para cocientes con raices:

lim 2x + v/ 3x® — 6w 00
i =

T—00 222 — 43 —00

=0

Nota : Para hallar el grado de una raiz se divide el mayor grado por el indice.

2. Cuando z tiende a menos infinito es igual que cuando x tiende a infinito. Sélo hay que
preocuparse del signo cuando el limite resulta infinito.

2
— 2
Ejemplo: lim ﬂz

T——00 Sr—1 o

3. Cuando x tiende a 0 el limite se calcula sacando factor comin y simplificando.
Ejemplo: Hmw - {9} — lim M — lim Br-5 - 9
z—=0 3 + 103 0 =0 (3 4+ 1022)  2—0 3 + 1022 3

Ejemplo: Si sale infinito, para saber el signo, en este caso hay que hallar los limites laterales.

. 322-5 -5
5o = {0 f =

TN bt Y o) QPRSI el D () S
es0- 3z + 1023 | 0—f e—0+ 3z + 1023 | 0+ [
4. Cuando z tiende a a, siendo a un nimero distinto de 0:

? — 2 11
Ejemplos: limﬂ = {9} =0; ll’mM = {_} = 400

=2 x+4 6 =2 32 — 4 0

Para saber el signo del infinito del ultimo ejemplo hay que hacer los limites laterales.



1.3 Calculo de limites de funciones

Cuando resulte indeterminacion lo resolveremos por L’Hépital cuando demos derivadas. De
momento se puede hallar descomponiendo en factores y simplificando.

3% regla: Indeterminaciéon ” co—oo ” Si hay raices se multiplica y se divide por el conjugado.

Ejemplo: lim (\/2m2 —3x+1—V22+ 5x) =00— 00 =
T—r00

(V227 =32+ 1 — V227 +52) (V227 — Bz + 1 + V227 + 5)  Suma por dife-

= lim = rencia es diferen- =

T—00 V212 —3x + 1+ 222 + 52 )

) ) cia de cuadrados
. (V222 =3z +1)" — (V22 + 52) 207 — 3z + 1 — 22% — 5

= lim = lim =

oo /202 — 3z + 1+ V222 + bz z—00 /202 — 3z + 1 + 222 + bz

i —8xr+1 —00 -8 -8 —4
= lim =

i 20T — 3z + 1+ V22 + 61 00 V2+v2 22 2

4° regla:Indeterminacion ” 1*° ”  Esta indeterminaciéon se resuelve mediante la férmula :

lim (exponente x (base —1
i .. — 1% — (il (CXP ( )

22 i z? 22? + 3x . 33 ..
202 4+ 3¢\ 1= im . — lim
Ejemplo lim <u) e oo lda \ 222 -6

3
:e$—>002$3"' = e2
z—oo \ 222 — 6
Recordemos que el limite de la suma, resta, producto o cociente(si no se anula el denominador),
es la suma, resta, producto o cociente de los limites.

T——+00 xr — 1

Ejemplo lim x( $+1—1> ={oc0-(1-1)=00-0}

Multiplicamos y dividimos por el conjugado:

1 1 1
. T+ 1 T+ 1 . r+ 1 . 2
i xr—1 r—1 , x—1 ;
lim = lim

- 1 r—1
= = |im — - =

z+o0 xr+1 T—+00 r+1 votoo Jr+1

+1 +1 +1
r—1 z—1 z—1
2z Donde el numerador y el 5
lim _r-1 denominador de la fraccion = =1
T—+00 x+1

S
_|_

] + 1 principal tienen limite:
T —

Definicion de limite de una funcién en un punto Sea la funcién f definida en un intervalo
que contiene a g, pudiendo no existir f(xg), entonces:

lim f(z) = L siy solosi Ve > 0,35 > 0/ si « verifica 0 < |x — x¢| < 0 entonces |f(z) — L] <€
T—rT0
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Es decir cuando z se acerca a xy entonces
f(z) se acerca a L. O lo que es lo mismo
dado un entorno de L, existe un entorno de
ro de manera que si tomamos un elemento
x de este ultimo, su imagen f(x) esta en el Le
entorno de L. HE e 5

Observemos que la condicion 0 < |z —x¢| < § L—e¢
expresa que x dista de xg menos de d pero no :
llega a ser igual a x. i

zo—0 Lo x9+4

Ejemplo Ver qué limites de los siguientes existen:

, . sen % , 1
lim sen — lim lim z. sen —
z—0 €T z—0 x x—0 T

| BNTE
PRNE]
| SNE
PRNE]

1.4. Continuidad de funciones

Una funcién es continua cuando su grafica es continua, no da saltos.

Definicion de funcién continua en un punto Una funciéon f(x) es continua en un punto (no
aislado) z, cuando el limite de la funcion en x, es igual al valor de la funcion en zy; es decir:

Una funciéon f(z) es continua en un punto zo cuando los limites laterales son iguales a f(zo):

lim, . f(x) = } _ Heo)

hmm—)xa f ([E’)

Ejemplos Se describe que ocurre en el punto:




1.4 Continuidad de funciones 7

es discontinua La funcién presenta una dis-

Y=

y = 2 es continua siempre.  en x = 3 con salto infinito. continuidad de salto finito

/]
w

|
/

Funciéon continua Una funciéon se dice que es continua en un conjunto cuando es continua en
todos los puntos de ese conjunto.

La suma y resta, el producto, el cociente (para puntos que no anulen al denominador) y la
composicion de funciones continuas es continua.

Las funciones polinémicas son continuas en cualquier punto, en consecuencia las funciones
racionales son continuas excepto en puntos que anulen al denominador.

Ejemplos Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

L f@::;;ll

Como es una funciéon racional es continua siempre salvo donde se

anule el denominador que es en x = —1 donde vamos a estudiarla:
21 0 -1 1
i f@) — am St = [OL g o DErh *

a——1+ e——1t T+ 1 0 z——1 r+1
(simplificando queda:) = lim (z —1)= -2
rz——11 —1 1
de la misma forma por la izquierda:
2

- —1 -1

I = 1 = -2
i fla) = M T ya
No existe f(—1). -2

Hay discontinuidad evitable en x = —1

(se llama asi porque se puede hacer continua la funcion sin mas que

definir f(—1) = —2.

|z =2
)

2. f(x)



FUNCIONES CONTINUAS

Como es una funciéon resultante de operaciones entre funciones con-

tinuas es continua siempre salvo donde se anule el denominador que

es en £ = 2 donde vamos a estudiarla:

Primero escribimos la funciéon a trozos: 1 o—
=2 _ ] st x> 2 1
r—2 i
f(z) =< noexiste si x=2 3
—(z—2 . ——o0
M — _]_ S x < 2 —1 2
r—2

me—>2+ f(!lﬁ') =1
lim, - f(z) = —1

en r = 2 hay discontinuidad inevitable de

salto finito.

3. y=

=T si x<-—1

3—5xr st —1l<x<3

1 st >3
r—5

Es continua siempre salvo quiza donde se parte el dominio o se anula el denominador que es

en r

4. f(x)

= —1,2 = 3,z = 5 donde vamos a estudiarla:
Enz=-1
lim f(z) = lim (2 —72) =38
r——1" r——1"
i = I - =
f(=1) = (=1)2=7(—1) = 8, luego si es continua en x = —1
Enz=3
lim f(z)= lim (3 —5x) = —12
=37 T3~

1 1
]./ p— l/ - - = —
i S@) = i S =5
Luego en z = 3 hay discontinuidad de salto finito.

Enz =5 )

lim f(z) = lim = —00
5" z—=5- L —

1i =1 =
A )= g Ty = e

Luego en = 5 hay discontinuidad de salto infinito.

20 — 6

12 — 3x

Como es una funciéon racional es continua siempre salvo donde se anule el denominador que

es en x = 0,z = 3 donde vamos a estudiarla:

Enxz=0

lim f(z)= lim

z—0t

2x — 6

z—0+ 12 — 3x

:+OO
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lim f(x) = lim

z—0~ z—0~ LE‘2 — 3z

en z = 0 hay discontinuidad de salto infinito.

Enz=3
22— 6 22
1 = li = lim — =2
Jim flo) = Mim oy = =3
20 -6 2
De la misma f Ii = Ii -3
¢ la misma forma: lim f(z) S e T3, T3

Por otro lado f(3) no existe.

en x = 3 hay discontinuidad evitable.

5. Hallar a y b para que la siguiente funciéon sea continua:

2> 4+a si <0

y=1 br+6 si 0<z<2
e s 1> 2
Enz=2:
1
]. 1 T— 2 = = — = O
Mg, o) = lip e = e = o)
lim f(z)= lim (bx +6) =20+6
T—27 T—27
luego ha de ser 2b + 6 = 0; b = —3 para que sea continua en x = 2
En z = 0:
1i = If =
lim f(x) = lim (aﬂ +a)=a
z—0— z—0~

luego ha de ser a = 6 para que sea continua en x = 0

227 + |z
oz

Esta funciéon se puede expresar

MZ% =2x+1 st >0

flz) = no existe si x =0 es continua Vr # 0 por ser cociente de funciones
Wt —9p 1 si x<0

continuas, veamos que pasa en r = (

lim f(z)= lim (2:E+1) 1
xz—07F x—0

lim f(x)= lim 2z —1) = -1
z—0~ z—0~

en x=0 hay discontinuidad de salto finito.
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FUNCIONES CONTINUAS

1 .
r.sen— st x#0

7. f(z) = { 0 6 20 & continua Vz # 0 por resultar de operaciones de funciones

continuas, veamos que pasa en r = 0

como sen% estd comprendido entre -1 y 1,

1 — lm 2. sen — — . . . _
lim f(x) lim . sen — al multiplicarlo por algo que tiende a 0 tiene 0

por limite 0

luego lirr(l] f(z) =0 = f(0) por tanto f(z) es continua también en z =0
T—



1.5 Problemas

11

1.5.

1.

Problemas

Hallar las imagenes por f(z) = 322 — 1
a) de 5; b) de —1; ¢) de h ;
d) de (z9 + h); €) de 2

Solucion: a) 74, b)2, ¢) 3h? — 1, d) 3(xo + h)% — 1,
©) 3 (52" ~1

. Hallar de quién es imagen por la funciéon

y=x%+2x—15
a)y=0;b)y=—-1lc)y=—15

Solucion: a) 3, —5, b) —14+/5, ¢) 0, —2

3—x st <3
. Representar f(z) =< 2 —6 si 3<x<5
4—x s S<u

. Hallar la expresion de la funcion de gréfica

5. Hallar la expresion de la funcion de gréfica
.. 2
6. Hallar el dominio de a) y =

1 — 322

10.

11.

12.

X

R e

Solucion: a) R excepto £4/1/3, b) ] —2,2]

Se quiere construir un pozo en forma ci-
lindrica de 2 m de didametro. Expresar el
volumen de agua que cabe en el pozo en
funcién de su profundidad.

Solucion: f(z) = 7.z

Sabiendo que el cambio actual del dolar es-
ta a 110 rupias y que el banco cobra una
comision del 0’5 %, escribir las funciones
que permiten pasar del valor actual de una
moneda a otra.

z—0"005z .

Solucion: Cambio de rupias a $, y = 170

cambio de $ a rupias y = (z — 0'0052),110

. Representar a) f(z) = |22 — 3z|,

b) g(x) = 22 — 3|z| + 2

En una méquina de calcular programable
el programa B multiplica por 2 la cantidad
introducida y le suma 1. Hallar el resultado
de aplicar 4 veces el programa B.

Solucion: B(B(B(B(x)))) = 16z + 15

Representar
20 —3 st ox<—2
flx)=¢ 22 -6 si —2<x<4
—x—1 si z>4

Dadas las funciones

fle) = 212,
a) f.g;b) fog;c)glf(x);
d) f2—g;e) f?/g

g(z) = 62° —1. Hallar:

., JE: 2 o 2
Solucion: a) 18 HQﬁf 3222 ') 18"3 L
N\ 54x’472z—1 141224122429 |\ 9z2412z44
c) 25 , d) 25 , €) Tagor 5
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13. Dadas las funciones 21. Calcular:
5—3
f: y= x; y = 2. Hallar: a) lfm 2%
x =T z—ro0 222 4 10’
a) fog;b)imagen de 3+ h por go f; c) 3
inversa de f N o ' b) e 3 L 1
Solucion: a) E’Tf_,i”;, b) (72:3}’) , C) 7;1;’ 70
N o ¢) lim —;
T—r00
14. Decir si los puntos siguientes: .
2 _ 3
(2,3), (1,—1),(4,-3), (t,6t — 7); pertene- 99 Dada la funcion I2 oo + b ;- Hallar:
cen a la gréafica de la funcion y = 6x — 7. 3r% — dr — 12z
Dibujar y escribir su funcién inversa. a) xh—>r20 f(z); b) IEIEIOO f(x); ¢ E%h f@);
d) i
15. Representar y = |2z + 1| ) 20~ /(@)
. Solucion: a) —1/2,b) —1/2,¢) 1, d) 1
16. Dadas las funciones
I y:5_3x; g: y=+1. 23. Siendo f : y = ® — 3z , hallar:
v=7 - f2+h)— [f(2) y
Hallar: }Lli% 3 Solucion: 1
a) fog;b)inversa de f ; ¢) inversa de g )
, 1 . 3"+ 5z
; d) graficasde gy g 24. Calcular lim B cuando:
x
17. Representar: y = |(x — 3)(z + 1)] a) x — oo; b) x — —o0; ¢) x — 0;
18. Representar: y = (z — 2)(5 + |) 25. Caleular lim(z* — 32 + 1000) cuando:
19. Hallar la funcién suma de las funciones a) x — 00; b) . — —o0; ¢) & — 0;
r+4 st <0
z st U 26. Calcular lim (5 — 2) cuando:
x J—
—r4+1 st <2
g(x) = 3 si z>2 a) x — oo; b) x = —o0; ¢) x — 2;
. , K siow<0 27. Calcular lim(v/222 — 52 —+v/222 + 4) cuan-
Solucion: (f+g)(z)=<¢ +1 si 0<z<?2 d
2¢0+3 si 2<«x 0T =0
-5
20. Calcular por aproximacion: 2v2
—3 a
li . 9 22
2) b (x —5)% 28. Calcular lim (#)
z—=0\ 22 +x+ 2
22 —6x+5
b) lim ———; e~ 1/2
z—5 (:1,’2 — 25)
) 7 v —2
¢) lim — ; 29. Calcular lim vr+sz2
z—5 x4 — 25 z—1 r—1
a) Tim &1 1
z—0 senx 4
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30. Siendo f(x) = x? — 3z, calcular
o FG+h) = £(5)
h—0 h A
3
2V/10 §
31. Calcular lim (cos x)%
z—0 E
=1
32. Estudiar la continuidad de la funcién: > ! ? 3
2 siox < —3 -
)= A2 s 3<@ <2 '
) 322 -4 si 2<2<3
4 ' >3 8—2
= 38. Representar graficamente: f(z) = Bz +g
33. Estudiar la continuidad de la funcién: 5
3r+4 si x<0 39. Representar graficamente: f(z) =5+ 3
f(x) =< 2x st 0<z<2
34. Estudiar la continuidad de la funcién: 41. lim dz+l o0
322 4 Tw—2 5 =3~ 81 — 24
f(.flf) = x—3x2_4 q 3 42 hm = 1
e e 'ﬁoo\/mﬂc =
35. Hallar a y b para que sea continua la fun- 5. lim Ve+l—vVzr—1
., . lIm =1
clon: el /o +1++o—1
il si <0 N
flx)=q 207 si 0<wz<4 44. lim<4x 1)2 =z
22+br+1 si >4 =21 \2z+3
2
Solucién: a = —7,b = —4 x”—4
' 45, lim ————
x—1> cox?+3x+ 2
36. Estudiar las asintotas de: / 022 74723z
. 46. lim =0
a)y=e z—00 2z —1
b)y=xe™* 243
)y = 47 1m Y
C) y—ln(x—B) z—0t D —3x
sen x V2 + 31 —
d)y = 48, 1fm YL FITTT
37. Describir los puntos notables de la funcién ) 32241 v=2 .
de gréfica: 49. lim <m) =
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Vat+3r—z 54. lim Va2 +7x—2—x+1=2
50. lim = o0 T—00 2
x—0 €x
5241\ )
2_ ¢y 55. lim =75
51, lim —— =4 rroo <5x+3) ‘
es—2t 22+ 31+ 2
56. Asociar a cada una de estas graficas su ex-
59 1lim 2 +7 1 presion matematica (¢ es una pardbola, y
coo0o 4 — 3 ’ d una hipérbola):
22— 4 Solucion: 1) y = 6, IT) y = ‘/”52., ) y = 22 /2 -2z,
53. lim 1 — =

IV)y=5/z




Capitulo 2

FUNCIONES DERIVABLES

2.1. Derivada de una funcién en un punto

Sea una funcion real f(x) definida en el dominio D, subconjunto de R. Se define derivada de

la funcion f(z) en el punto zo € D como:

f/(x0) = lim f(xo+h) — f(xo)

h—0 h

cuando este limite es un numero.

Ejemplos Veamos si las funciones siguientes son derivables en los puntos que se indican

l.y=2>+3enxy=5

 fG+R) —F(B) . (5+h2+3—(52+3) 10h
! — — = - =
PO~ h R
2. y=|r+3|enxy=—3
f(=3+h)—f(=3) ., |-3+h+3—|-3+3]
I — — —
f=8) =1 h M h

h
I limﬁzl si h>0

= lim W= h=0 71 luego no existe f/'(—3).
10 lfm— =—1 si h<0
h—0
g . dy
También se representa la derivada en zy por T
x

2.2. Interpretacion grafica de la derivada

Llamando a h incremento de z, f(zo + h) — f(xo) incremento de y, resulta:

15
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f(xo +h) — f(x0) — tana
h f($0 + h)
cuando h — 0 la recta secante P(@) tiende a la recta

tangente en xg y los angulos « tienden al dngulo ¢, se f(zo)
tiene:

B) —
f'(xp) = lim f@o+h) = fo) = lim tana = tan¢p = m
h—0 h a—¢

Se llama pendiente de una recta a la tangente del angulo
que forma con el eje de las x positivas. Por tanto:

La derivada de una funcién en un punto es la pendiente
de la recta tangente en ese punto.

Por tanto la derivada de una funciéon en un punto dice
como crece una funcion y lo hace midiendo la inclinacion
de la recta tangente pues la derivada es la pendiente de
la recta tangente.

Cuanto mayor es la derivada en valor absoluto mas ver-
tical es la gréafica. Segin sea positiva o negativa sube o
baja.

Recta tangente y normal a una curva Como la ecuacién de
una recta que pasa por el punto (xg, o) y tiene de pendiente m es:
y — Yo = m(x — xp), si queremos calcular:

_ (zo, f(20))
.| vo= f(x0)
recta tangente a f(z) en el punto zy, seré: ,
m = f'(xo)
recordemos también que la recta normal sera por tanto de pendiente
-1
m

A Ejemplo: Hallar la recta tangente y la recta normal a

la curva en el punto de abcisa z = 1.
_3r+1

r—2
yo = f(1) =—4
3(x—2)—Bz+1) -7

— FO=""% oy e W

La recta tangente es y +4 = =7(x —1); y=—-Tx+3

(Recordemos que la perpendicular a una recta de pen-

diente m tiene de pendiente — ).
m

La recta normal es y +4 =1(z —1); y =1z —2
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Relaciéon entre derivabilidad y continuidad Si una funcion es derivable en xg necesariamente
es continua en xg.

La razén es que para que exista el limite que define la derivada necesariamente el numerador
ha de tender a 0 cuando h tiende a 0, lo que expresa que es continua en x;.

Derivadas laterales Resultan de acercarse al punto por un solo lado:

fwo + 1) = flxo)

Derivada en xq por la derecha: f'(z§) = lim

h—0+ h
h) —
Derivada en xq por la izquierda: f'(zy) = h] ; flao + })L f(zo)
o

Una funcién es derivable si las derivadas laterales coinciden.

La suma, el producto, el cociente (cuando el denominador no se anula) y la composicion de
funciones derivables, es derivable.

2.3. Funcion derivada

Si una funcion y = f(z) definida en un dominio D tiene
derivada en cada punto de D resulta una funcién que se
llama funcion derivada y se representa 3y’ = f'(x)

Ejemplo 1 Hallar la derivada de la siguiente funcion:

T —2 '

1 1 z=2—(z+h-2) N
10N — Yoy 2th=2 22 _ . (@th=2)@=2) _ = f'(z
f'(x) ,lgg)—hh }i%lh 1 v= 7

i = =
hlg(th(a?th—Q)(x—Q) 22 —dr+4  (x—2)?

Ejemplo 2 Hallar la derivada de la funcion y=vor—1:
\/ h)—1—+/bx —
f(z) = (z+ ’ = {multiplicando y dividiendo por el conjugado} =

¢—_¢5g;7_ 5@+ h) —1+6r—1)
0 h(\/5(x + ) =1+ /5x—1) a

( 5(x +h) — )2_(\/5;5_1)2 , 5z +5h —1— 5z + 1

no h(\/5(:v+h)5—1+\/5x—1) :gﬂh(\/aﬂh)—u\/w—n

h—>

lim =
h=0 \/5(x +h) —14++bx—1 2vbx —1

2.4. Estudio practico de la derivabilidad de una funcién

Una funcién no es derivable en los siguientes casos:
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= Si la funcién no es continua en un punto autométicamente no es derivable en ese punto.

= En la grafica sucede alguna de las siguientes situaciones:

Las derivadas laterales son Derivada infinita, inflexion Si una derivada lateral es
distintas el punto es angu- vertical +00 y la otra —oo el pun-
loso. to es de retroceso.
Ejemplos
v-4 <2
1. Considere la funcion dada por f(z) =< 22 — 2z s
a—2 si x>2

4
a) Determine el valor de a para que la funciéon sea continua en 2.

b) Estudiar si es derivable en z = 2

2 —4 (x4 2)(z —2) r+2 4
1 - l - l/ = l/ = — = 2
@) lim fle) =l s =y T 3

N —

T
lim f(z)= llm a— - =a —
r—2+ f( ) r—2+ 4

1
Para que sea continua a — 5= 2, a=5/2
b) La funcion derivada es
2
—— st <2

—= s, T >2

2
lim f'(z) = lim —— = —1/2

T2~ T2~ LE‘2

1
lim f'(z) = lim —= =-1/4
A S =g =y

Por tanto en z = 2 no es derivable, presenta un punto anguloso

2. Hallar a y b para que f sea derivable en 0

_ [ In(e+senz) si <0
f(x)_{x3+ax—l—b si x>0
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primero hacemos que sea continua

f0)="b

lim f(z) = lim In(e+senz) =Ine = 1;

z—0~ z—0~

lim f(z) = lim (2* + ax +b) = b, ha de ser b =1
z—07F z—07F

La funcion derivada es

COs T .
— st <0
e+ senx

3x2+a si x>0

f'(x) =

los limites en & = 0 son

lim f(z)=3-0+a=a

rz—0+t

cos 0 1
lim f'(z) = — ==
mioff(> e+sen) e’

luego para que coincidan ha de ser a = 1/e
2.5. Diferencial de una funcién

Diferencial de una funcién en un punto es el incremento de la orde-
nada (PQ en figura) de la recta tangente correspondiente al incre-
mento de la variable independiente que representaremos por dz.
df = f'(z)dx

el diferencial de una funcién es el producto de la derivada por da: x

Ejemplos En ellos se puede ver distintas formas de expresar el diferencial
u=ux; du=dx
flx)=2*+3z+2; df =(2x+3)dx
f(z) =senz; d(senx) = coszdz

2.6. Regla de L’Hopital

Sean f, g derivables en un entorno V' de xg. Ademés lim f(x) = lim g(x) = 0y ¢’ no se anula
T—TQ T—x0

/
en puntos de V distintos de xy. Entonces se verifica: lim @ = lim @

cuando este limite
T—T0 g(aj) T30 g’(x)

existe.
Ademas de 0/0 resuelve también la indeterminacién oo/oo, se puede aplicar reiteradamente.

En la practica:
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En el calculo de limites, la regla de L’Hopital resuelve directamente las indeterminaciones

i 1@ 00 _ @)

ong(z)  oofoo e /()

Y

[en) Nan)

JE

Cuando hay indeterminacion, el limite del cociente es igual al limite del cociente de las derivadas.

Obsérvese que es el cociente de las derivadas, no la derivada del cociente.

Ejemplos
r?—4 0/0 2x
1. Ilm ——-+— = =1f =4
093 72 — 3z +2 L’Hoépital 222 27 — 3
. 223 — 822+ 42 +6 0/0 , 622 —16x+4 10 5
2. lim = . = lim-—-— = —
z—3 x2—9 L’Hopital — =—3 2x 6 3
T cosx — 1 0/0 fy —Se0 2 0/0 , —cosz —1
Dlim ——— = = lim = = lim - -
=0 12 L'Hopital — z—0 2z L’Hopital — z—0 2
nota: Es erréneo aplicar L’Hopital sin que haya indeterminacion:
lim 3045 = 00 si se deriva resulta lim 3 =3 falso
z—0 X z—0 1
—1 _
1 lim (cosxz — 1) lim <%~ - 0/0 lfm —BT
4. lim (cos x) senz — {100} = ez—0Sen = ez—0 senr = i = ez—0 COST
2—0 L’Hopital
V=1

Extremos absolutos y relativos Recordemos que:
Una funcién tiene un maximo absoluto en un punto xg, si en ese

punto toma el mayor valor.

Una funcién tiene un méaximo relativo en un punto xg, si en ese
punto toma mayor valor que en los puntos de alrededor.
Anélogo seria para minimo absoluto y minimo relativo.

2.7. Estudio local de una funcién

Crecimiento y decrecimiento Consideremos la funciéon y =
f(z) en puntos suficientemente proximos a x.

absoluto

] .
1 creciente
|

Si f'(xo) > 0 entonces la pendiente de la recta tangente es positiva
luego f es CRECIENTE en z.

Si f'(x¢) < 0 entonces la pendiente de la recta tangente es negativa
luego f es DECRECIENTE en z

El crecimiento se estudia con el signo de la derivada

zo

i

. i
decreciente !
i

zo
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Ejemplos Estudiar el crecimiento y decrecimiento de las funciones

1. y = 423 — 22

y' = 1222 — 22 = 2x(6x — 1) que se anula para x = 0,z = 1/6, queremos saber cuando es
positiva o negativa 3, esos son los los valores que delimitan cambio de signo en la ¥/;

Probamos por ejemplo los valores de x : —1,0'1, 10

+ +
Yy /! N /!
MAXIMO MINIMO

9 x2—A4x

Ly=e

y = ex2_4x(2x —4); la parte exponencial siempre es positiva, la restante se anula para z = 2

T 2
y | - +
y o~ /
MINIMO
3. y= (:f:if
J = 2(x — 3).(1 —2%) — (z — 3)*(—2x) _2@-3)[1- z? + (z — 3)x] _ 2(x—3).(1-3x)
(1 — 22)2 (1 — 22)2 (1 — 22)2

queremos saber cuando es positiva o negativa para ello hallamos los valores que delimitan
cambio de signo en la y’: x = 3,2 = 1/3 (el denominador por tener exponente par es siempre

€T 1 3
itivo) - + -
positivo
¢ a ¢
MINIMO MAXIMO
r—1
4. y =
YT w2
2 (. _ _ _ _
"= (z+1)"—(@—-1)2z+1) = dividiendo por z + 1 = v+l-2—1) _ Tt 5
(x +1)* (r+1)3 (x+1)3
-1 3
y/ _ + —_
Y ¢ /! ‘ ¢
MAXIMO

En x = —1 hay asintota vertical por abajo, la funcién se "va” a —oo
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Concavidad y convexidad Recordemos que una funcién es con-

vexa en un punto si la funcién queda por debajo de la recta tangen-

. '
céncava i
1

te, que es concava en el caso contrario y que hay punto de inflexién 20

si cambia en el punto de convexa a coéncava o viceversa.
Si f"(x¢) > 0 entonces f'(x) es creciente, la funcion esta por encima

de la tangente, luego f es CONCAVA en z
Si f”(x9) < O entonces f’(x) es decreciente, la funciéon esté por E\
debajo de la tangente, luego f es CONVEXA en xg | zio
. : . g (r —1)?
Ejemplo Estudiar la concavidad de la funcion y = ETewy
l’ —_—
,  3x*—8x+5
V' T B4y
y  (6r—8)(Br —4)* — (32> =8z +5)-2- Bz —4)-3 . B 2
Yy = Bz — 1) = dividiendo por 3z —4 = m
buscamos el signo de y”, el denominador se anula para x = 4/3 con exponente impar luego hay
4
:C‘ —
cambio de signo " — +
Yy conv [ conc | J

Puntos criticos o extremos. Criterio de la segun-
da derivada Si f'(x¢) = 0 entonces en x, la tangente
es horizontal, luego se tienen las siguientes situaciones:

() 0{ f"(xg) > 0, concava , en xy hay MINIMO U /\
0 p—

f"(xg) < 0, convexa , en xo hay MAXIMO

Si f'(xg) #0, f"(x¢) =0, la funcién cambia la conve-
xidad, entonces en xy hay INFLEXION

Cuando en un punto se anulan varias derivadas seguidas hay que razonar si corresponde méxi-
mo/minimo o inflexién, estudiando el crecimiento:

Método practico de estudio de puntos criticos o extremos Si f'(zg) = 0 entonces en zg
la tangente es horizontal, luego se tienen las siguientes situaciones:

y=—(z—1)> y=(x—1)>3 y=(r—1)*

€T ‘ 1 € ‘ 1 T ‘ 1

vy |+ | - vy o[+ ] vy | -
£(1) = 0 MAXIMO (1) = 0 INFLEXION (ho-  f(1) = 0 MINIMO

rizontal)
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2.8. Signo de la funcién, puntos de corte y asintotas de una

funcion racional

Considerar los tres aspectos juntos permite conocer como se acerca la funciéon a las asintotas.

T+ 3
2?2 — 3z +2

Si factorizamos numerador y denominador veremos los

Ejemplo Consideremos la funcién racional: y =

valores de x en los que, al anularse algin factor, cambia
el signo de y a uno y otro lado.

r+3=0; z=-3

1 .
22 —3x+2=0; x:{Q Eo
=3 12
3 : B
La funcién factorizada es: y = Tt ; 0
(x —1)(x —2)
para ver el signo a cada lado damos un valor cualquiera
facil:
T ‘ ~10 —3 0 1 2
vyl - -1 -1+

Obtenemos asi el regionamiento:

= Los valores de x que anulan el numerador nos dan los puntos de corte con el eje de abcisas:

Puntos de corte: con OY : x = 0, resulta y = 3
con OX :y =0, resulta x = —3

= Los valores de x que anulan el denominador nos dan las asintotas verticales:

Asintotas:
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. r=1
verticales
x =2
: . . r+3 ]
horizontales n = xll_{go(fx) = mh_)n;lo g A 0 asintota y =0
? A
-12-11-10 -9 -8 -7 -6 -5 —4 -3 —2 -1 % 2 3 4 5 6

Ejemplo
2¢ — 5

La funcién racional: y = W
:L' —

Regionamiento:
El denominador es siempre positivo, luego solo delimita
region el numerador:

r-ty

ot

5

2
v | - |+ o 1]
Puntos de corte: 1
con QY : x =0, resulta y = —5

con OX :y =0, resulta x = g v
Asintotas:
. . . ,  2x—5 ,  2xr—5 )
verticales x = 1 con el regionamiento vemos que lim —— = lim —— = —o0, asintota

z—1— (.T—l)z z—1t (l’—1)2 N
solo por abajo.
horizontales n — lim (fz) = lm —~— 2 — 0, y=0
orizontales n = lim (fz _rl—>rgo({)j'—]_)2_ . oy =

2.9. Representaciéon grafica de funciones

1) Dominio y regionamiento Campo de existencia es el conjunto de valores de x para los que
existe la funcion. Regionamiento son las regiones del plano en las que hay grafica. Por ejemplo
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3r—2

una exponencial y = e es siempre positiva, luego la gréafica esta por encima del eje de

abcisas. Para una funcion racional se estudia el signo de y (anélogo al crecimiento).

2) Puntos de corte Con el ¢je OY se hace . =0
Con el eje OX se hace y =0

3) Asintotas (rectas tangentes en el infinito)
a) Verticales: valores de = que hacen infinita la y

b) Horizontales: y = n; n= lim f(z)
r—+o0

c) Oblicuas: y = mz +n

m = lim @; n= lim [f(z) — ma]

notas: a) Si hay asintota horizontal no hay oblicua.

b) Los polinomios no tienen asintotas.

c¢) En funciones no racionales estudiar el limite por los dos lados.

4) Extremos y crecimiento Son los maximos y minimos. Se estudia la primera derivada.

Ejemplos Representar:
3

a) La funcion polinomica: y = 12z — z
Como es un polinomio basta con los puntos de corte y el crecimiento
1. Puntos de corte:

con OY :x =0, resulta y =0

con OX :y =0, resulta x = 0,2 = /12 = 346

2. Extremos y crecimiento: ¢y’ = 12 — 322, se anula para

r=-2,x=2

T -2 2

y | - + -
Y N\ e N\

Sustituyendo en la funcion:
f(—=2) = —16 "grande negativo”,  f(2) = 16 "grande
positivo”

Como ejercicio dibujar la grafica.

(z—1)

b) La funcié ional: y = ——
) La funcion racional: y —
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. Dominio y regionamiento: R — {5}

. Puntos de corte:

con OY :z =0, resulta y = _71
OX 0, B _ (z —1)? = Ojresult
con Ly = =0; (r-— = O;resulta
y Y 31’ _ 4 Y )
r=1
. Asintotas:

verticales x = 4/3 anula el denominador

horizontales n = lim (fx) = oo no hay
T—00

_1)\2
oblicuas: m = lim @ = lim u — 1
T—=00 I T—00 g;(?)g; _ 4) 3
—1)?
=t 100 el = i (G20 < 5)
. 322 —6x4+3—-32+4x -2
= lim =
ntota obli r 2
asintota oblicua: y = = — =
Y7379

. Extremos y crecimiento:

, 3z —8x+5

v = (3x —4)2

f'(z) =0paraz=1,2=>5/3

Probamos por ejemplo los valores de = : 0,1'1, 10
5

Y + — +
Yy S ¢ S

Sustituyendo en la funcion:

f(1)=0, (1,0) MAXIMO
5 4 5 4
—) == — —) MINIM
(5 =75 (5.5) MINIMO
Observaciones:

a) Simetrias (cuando la funcion es par o impar)

Flen) = { f(x) funcion par, simetria respecto eje OY

— f(z) funcién impar, simetria respecto origen

(SN

\
wirn
\
\

(z — 1)?
T 3z-—4

1. Los siguientes apartados sélo hay que estudiarlos si se prevé que se dan en la curva.

por ejemplo:y = 2% — 1

por ejemplo:y = 3

si la expresion de f(x) incluye algo del tipo ax + b no hay simetria.

b) Periodicidad (solo funciones trigonométricas). La grafica de una funcion periddica se

repite, y solo hay que estudiarla en un periodo.
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2. Al representar una funcion y = f(z) no puede haber una vertical que corte a la curva en dos
puntos. Ni puntos de corte con asintotas verticales.

3. Silos datos del estudio resultan insuficientes para representar se puede estudiar la concavidad.
4. En caso de duda en zonas conflictivas se pueden hallar algunos puntos.
5. Las funciones trigonométricas por ejemplo y = 3 — cos 2, se representan por tabla.

6. Las funciones definidas a trozos no se estudian segtin el procedimiento general, los trozos
suelen ser funciones conocidas.

Ejemplo Estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcién:

e st <0

— x y
flx)=9 14+2 si O0<z<e
lnxr s e<cx
Es continua siempre, excepto en x = e.

Es derivable siempre excepto: 2
En x = e por no ser continua, //

1
En 2 = 0, como es continua, estudiamos los limites /

de la derivada por cada lado:

lim f'(z) = lim (%) = lim e =1 -1
z—0— z—0~ z—0—

, , , x\’ , 11
lim f'(x) = lim <1+—) = lim - =-
xz—0t xz—0t e z—0t € e

por tanto es punto anguloso las derivadas son dis-
tintas por cada lado, no es derivable en x = 0.

7. Para representar funciones polinomicas suele ser suficiente estudiar: a) Puntos de corte, b)
Extremos y crecimiento.

8. Para representar funciones racionales suele convenir estudiar: a) Puntos de corte, b) Asinto-
tas, ¢) Extremos y crecimiento.

2.10. Problemas de maximos y minimos

Se trata de hallar un méximo o un minimo de una funcién. !

119 Escribir la funcién a maximizar o minimizar
a) Pensar que conviene que sea x
b) La funcién puede quedar con dos variables. Con otra condiciéon que den puedo, despejando, dejar la
funcién con una variable.
20 Se busca el maximo o minimo anulando la primera derivada y con el crecimiento.
a) Preparar la funcion para que sea comodo derivar.

o
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1. Hallar un ntimero positivo cuya suma con su reciproco sea minima.

1 . .
namero = x, suma: S(z) =z + —, en el minimo la derivada ha de ser 0
T

—1 2 —1
S/(x)zl_‘_?: x2
—1 1
21 1
S(a)=0; = =0 2 —1=0; xz{ v i
T —1
y N\ /!

Luego es minimo para z =1

2. La suma de la base y la altura de un tridangulo es 20 cm. ;Qué
longi’%ud ha de tener la base para que el area sea maxima?
S:?y =méix. x +y=20;y =20 —x

20 — 1

sustituyendo: S(x) = u = 5(20x —2?)
. 1
Area: S'(z) = 5(20 — 2x), se anula para 20 — 2x = 0; = = 10;
S"(z) = 3(—2) < 0; en particular S”(10) < 0; luego: base z = 10
para area maxima.

3. En una circunferencia de 5 cm de radio se inscribe un triangulo haciendo coincidir uno de
los lados con un didmetro. Hallar el tridngulo de area maxima que se puede construir.

10.x
S(x) = = 5z S'(x) =5,
S’ no se anula nunca, al ser positiva es siempre creciente, X

x ha de tomar el mayor valor posible que es 5. (maximo
absoluto)

10

3

4. Hallar el valor de m, n en la siguiente funcién, sabiendo que y = ma?® — nz? tiene un maximo

en (0,0) y un minimo en (4, —32).

Pasa por (0, 0); sustituyendo queda 0 = 0; no dice nada

Pasa por (4, —32); sustituyendo queda —32 = m-43—n-4?; —32 = 64m—16n; —2=4m-n
y' =3ma? —2nz;paraxz =4, f(4)=0; 3m-16—-2n-4=0; 6m—-n=0

—9 — 4 —
men m=1, n==6

resolviendo el sistema:
om—n=20

la funcion es y = 2% — 622, se puede comprobar que cumple la condicién restante, o sea que
(0,0) es un maximo y (4, —32)es minimo.

b) Hallar los valores de = que hacen méaxima o minima la funcién, completar y evaluar las posibles
soluciones teniendo presente el enunciado.
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5. Calcular las coordenadas de los puntos de la parabola y? = 4z tales que sus distancias al
punto dado sean minimas: a) (4,0) ; b) (1,0)

a) Aplicando la féormula de la distancia entre dos puntos: d =
V(& —0)? + (y — yo)?

d=+/(r—4)2+y>

sustituyendo 2, puesto que % = 4z por ser un punto de la para-

bola, conseguimos que quede solo en funciéon de x.
d(z) = /(x —4)? + 4z = V22 — 42 + 16

2z — 4 (z,9)
d(x) = ~——= '

C 2Vr? —4x + 16

para d'(x) = 0 basta anular el numerador 2z —4 = 0, z = 2

T 2
y | - +

Yy ¢ S

luego es un minimo, como y? = 4z, para x = 2, resulta y = +/8:
los puntos de la parabola son (2,v/8), (2, —/8)

b) Anélogamente: d = /(z — 1)2 + y2 sustituyendo: d(z) = \/(z — 1)2 + 4z = Va2 + 2z + 1 =
r+1

d(x)=1

no se anula nunca por tanto no hay minimo relativo, como d’(x) > 0 para todo x del dominio
[0, 4+00), entonces es creciente siempre, por tanto el minimo absoluto corresponde con = = 0.

6. Un espejo plano que tenia forma de un cuadrado de 80 cm de lado se ha roto por una
esquina. El trozo roto tiene forma de triangulo rectangulo de catetos 40 y 32 cm. Hallar las
dimensiones del espejo rectangular de drea maxima que se puede recortar del otro trozo, de
modo que los bordes del nuevo espejo sean paralelos a los del primitivo.

Si x e y son las dimensiones pedidas, la funcién area que
hay que hacer méaxima es S = z.y

Por la semejanza de los tridngulos ADB y AEC sabe-

1mos:

AB _ DB ., . y—40 80—u

—=— = ——— €S decClr: =

AC ~ EC 40 32
5(112 — x)

despejando y = sustituyendo en S: S(x) =
5(112 —z) 560z — 5x?
x. =

4 4

S'(z) = 2(560 — 10z) = 0 , anulando queda 560 =

10z, x = 56,

x 56 E c
S'(x) + — es maximo 32

Sx) | N

Resultan las dimensiones x = 56,y = 70
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2.11. Problemas

1. Hallar las siguientes derivadas aplicando la
definicion:

a) y=3z>—1lenxy=5

b =
)y 3—x
Solucion: a) 30, b) 1

¢) y=vVhr—z2enzy=1

Solucion: 3/4

en xry = 2

2. Hallar las funciones derivadas aplicando la

definicién:
a) y=a>+3
b) y = 3z — 227
3
c)y= -

3. Hallar las siguientes derivadas:

) 322 — bx

a) y=——

Y 1l—=x
1

b) y —

) y=——7

) y=+v2z+4
CoS T

d) y=
sen

4. Hallar las siguientes derivadas:

6590—1
a) y=—
b) y = cos(8z? + 37)
c) y=xlnz
d) y = artanz®

5. Hallar, si es posible, la siguiente derivada
aplicando la definicion:

y=|zr+1enzy=—1

10.

11.

12.

13.

Obtener la ecuacion de la recta tangente a
la curva y = 22 — 4z en el punto de abcisa
x = 1. Representar graficamente.

Solucion: y +3 = —2(z — 1)

Obtener las ecuaciones de las rectas tan-
(r+1)3
gente y normal a la curva y = S, en
—x
el punto de abcisa 2.

Solucion: tagte: 54x — y — 81 = 0, nor: y — 27 =

—1/54(z — 2)

. La recta de ecuacion y = 6z +a es tangen-

bxr —

br +1)
(0, £(0)). Hallar a, b y la ecuacion de la

normal.

te a la curva f(z) = en el punto

Solucion: b= 3,a =- 1, nor: x4+ 6y +6=10

. Estudiar la derivabilidad de

fx) =13z = 2|

Solucion: x = 2/3, pto anguloso

Estudiar la derivabilidad de f(z) = |«

Solucion: der siempre

Estudiar la derivabilidad de y = |senz| en
xz=0.
Solucion: x = km, pto anguloso

Estudiar la derivabilidad de y = Sen o

Solucion: x = 0, no derivable por no ser continua

Calcular la derivada de
1+z

y = arctan — ar tan x simplificando

—x
el resultado al maximo. Interpretar el re-
sultado.

Solucion: f'(x) =0, y = w/4 constante
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14. Estudiar la derivabilidad de )
1 si <0 24. lim — + cosx = e1-%)
ﬂ@z{ o T
senz st 0<x 1 9
Solucién: es derivable 25. alclg}l (m o 1) =1
15. Se considera la funciéon 26. lim (Va2 +3 -2 —2) = —2
T—>00
x>+ 2 st <0 ) cena
f(x) =< Var+b si 0<x<2 Cal 27 1{m¥:0
— 3 - 7—0 x
NG + Vo) st 2<x
cular a y b para que sea continua en todo 28. Se sabe que lim 1 o a os finito.
=0 \et* —1 2z

16.

17.

18.

R. ;Es derivable la funcion resultante?
Solucion: a= -1, b= 4, derivable excepto en z = 0

pto anguloso

Considere la funciéon dada por
si x#knkeZ

st =0

f(z) = { iena:

a) Estudiar la continuidad en x = 0.

b) Determinar si la funcion es derivable en
x =0y, en caso afirmativo, calcule f’(0).

Solucion: es continua y derivable, f/(0) = 0
Calcular los siguientes limites:

fm In(1+2x) —senx — 1

z—0

T -senx

I 1 1 1/2
im | — — =
z=1\Inz x-—1 /

tanz — 8§

19. lim

20.

21.

22.

23.

e~ secx + 10 a

, T —senx
lim

— =1/3
z—0tanx — senx

lm 1——cosz 12
1 - =
z—0 (ex — 1)2

4z —In(l+z))
rin(l+z)

lim 1 1 =1/2
50 In(1+2z) = -y

lim

xz—0

29.

30.

31.

32.

33.

Determinar el valor de a y calcular el limi-
te. a =2, —1/2

, T —asenx )

Se sabe que lim ————— es finito. De-
z—0 [L’2

terminar el valor de a y calcular el limite.

a=1, 0

Expresar los intervalos de crecimiento y

decrecimiento. Hallar los extremos:
1

71+ 22)

Solucion: crece (—o0,0) , decrece (0, 00), maximo

y:

en z = 0 que vale %

Expresar los intervalos de crecimiento y
decrecimiento. Hallar los extremos:

% — 3x + 2

x? —br+4

Solucion: decrece siempre

y:

Expresar los intervalos de crecimiento y

decrecimiento. Hallar los extremos:
2

T
y=1In
2 +1
Solucion: y' = TQ((Q’ITB) decrece (—1/2,0) , crece

(0,00) , no hay méaximos ni minimos

Considera la funciéon definida para x # —2

222 + 2
por f(z) = =

a) halla las asintotas de la grafica de f.

b) Estudia la posicion relativa de la grafica
de f respecto a sus asintotas.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

a) v = —2, y =2z —4;Db) en la vertical por la
izda —oo, por la derecha +o0; en la oblicua por
encima en +o0, y por debajo en —oo

Dada la funcién definida para x # 0 por

e?+1

fla) = S

su grafica. = 0;y =1 en +o0; y = —1 en —00

, determina las asintotas de

Dada la funciéon definida para xz # 3 por
Vax? 4+ 1
fl@) = ————

-3
de su grafica. 2 = 3;y = 2 en +o0; y = —2 en

, determina las asintotas

—00

Partiendo de una semicircunferencia de ra-
dio 10. Expresa el area A en funcion de z
y determina el valor de x de modo que sea
maxima.

10

Hallar los intervalos de concavidad y con-
vexidad: y = 2® — 222 + 2 — 1
Solucion: N(—o0,4/6 , U(4/6, o)

Hallar los intervalos de concavidad y con-
vexidad: y = 2?e

V)

[

40. Representar y = (2 — 2)(x + 1)?

v =(x+1)42%> -2 —1)

41. Representar y = 22° — 422 4 2
y = 6x% — 8z

2

1 /
2
T —3x
Representar y =

42. —
(r+1)2

522 42 — 3

@+ 1)

Solucion: U(—o0, —¥=5
U(_\/(%;\/ﬁ’_’_\/(%;\/ﬁ)_/ﬂ(_’_\/‘%;\/ﬁ_’_*_\/szx/ﬁ)
U(+ vV ng

7OC)

La curva de ecuacion y = 423 +az? +bx+c
corta al eje OY en el punto (0, —9) y tiene
un extremo en el punto (1,1). Se pide:

1. Encontrar a,b y c.
2. Representar de forma aproximada dicha
curva.

Solucion: f(x) = 4> — 182* 4242 — 9,2 =

34+v2
2

| w

, T =

Jf(x) =122% =362 + 24,2 = 1,2 =2

-/

22 —3x+2

43.
3 2 -9

Representar y =

32 — 220 + 27
y - (Z,UQ o 9)2
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45. Una ventana tiene forma de un rectangulo
coronado de un triangulo equilatero y tiene
de perimetro 12 m. Determine las dimen-
siones de la ventana para que deje pasar la
cantidad méxima de luz.

44. Dado el tridangulo rectangulo de catetos 4 y
y 3 m. Determinar el drea del mayor rec-
tangulo que se puede construir de manera
que dos lados estén sobre los catetos.

S =3 m? x=2'8117,y = 1'7825






Capitulo 3

INTEGRALES

3.1. Primitiva de una funcién

Integrar es lo contrario de derivar, 2x es la derivada de 22, el proceso contrario es:
2zdr = 22 + C | que se lee:

"la integral de 2x diferencial de x es 2* mas C”,
(C' es una constante cualquiera), a la integral se le llama primitiva.

En general: ,

Sea f una funcion, la funciéon F' se dice primitiva de f cuando la /\
derivada de F es f; es decir I = f. Por tanto: rd Fao2
”F primitiva de f’equivale a ” f es derivada de F” 2

Por ejemplo: dada la funcién 2z una primitiva de ella es 2%, también

)

es primitiva de ella 22 + 5.
Luego dada una primitiva cualquiera, sumandole cualquier cons-

tante se obtiene otra primitiva, se escribe:

/f(x)dx =F(z)+C

Ejemplos

3
1. /x2da?:x——|—0
3
2. /7dx:7m+C

4
3. /:)sgdx:x——l—(];

4
en general para integrar una potencia se suma una unidad al exponente y se divide por el
n+1
nuevo exponente / x"dr = +C
n+1

35
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8. /exdx:ex+0
9. /cosxdx:senx+0

Propiedades Se deducen de las mismas propiedades de la derivadas.

1. /[f(x) + g(x)]dx = /f(x)dx + /g(x)dx; la integral de la suma es igual a la suma de las

integrales, es decir para integrar una suma se va integrando cada sumando.

1 5
Ejemplo / (x4 + ;) dx = % +1Inljz| +C

2. [ af(x)dr =« / f(x)dx; la integral de una constante por una funcién es igual a la constante

por la integral de la funcién, es decir los niimeros pueden entrar o salir en el signo integral.

. e’ 1 R
Ejemplo /gdm—§/e dm—Qe +C

3.2. Tabla de primitivas inmediatas

Son aquellas en las que el integrando es la derivada de una funciéon elemental.

n+1

n+1
y se divide por el nuevo exponente.

z"dr =

+ C si n # —1; para integrar una potencia se suma una unidad al exponente
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1
/ —dz = In|z| + C "logaritmica”
x

a/.fE
/ a’dr = + C "exponencial”
Ina

en particular: /e:”dm =e"+C

“trigonométricas’:
[senzdr = —cosz + C
[ cosxdx = senz + C

d
/ L =tanx +C

cos? x

d
/ L = —cotx + C

sen? x

“trigonométricas inversas’:

dx
Nope
dx

/m = arctanx + C
i

=arcsenz + C

Las demostraciones son inmediatas, basta derivar los segundos miembros.

Ejemplos

1. /(3x2—8x+1)dx:x3—4x2+a?+0

2 1
2. —dr =2 | ——
/\/1—$2 ’ /\/1—x2

w

4. /5cosxd1’ =5senx + C

31‘
5. [ 3%de = C
/ T =3t

dr = 2arsenz + C

1 1 1 1
| ———dz == dr = Zarct C
/3(x2+1) ! 3/x2+1 v garetanr

3.3. Integraciéon de funciones compuestas

Cuando la variable no es es solo ”z”, sino una funcién hay que recordar que al derivar se anadia
multiplicando la derivada de la funcién interior. Ahora hay que hacer el proceso al revés: ha de
estar en el integrando la derivada de lo de "dentro” que "desaparece” al integrar.

nota: la logaritmica se reconoce porque en la fracciéon arriba esté la derivada de lo de abajo.

Ejemplos

L. /(5x —2)%dx = é/5(5x —2)%dx = =

1 (5z —2)*

+C

1 1
2. /sen(?x + 3)dz = 5 /2 sen(2z + 3)dx = —3 cos(2x +3) +C

3. /sen(2x+g) d:)s:%/Qsen(%'ng) dx

1
:——Cos(2x+z)+0

2
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4.

&

=~

@

©

1
_1d:c:ln|x—1|+C

1 1 3 1
31" 3/3x+1x g3+ 1]+

1 1

68x+2dl, _ /868x+2d1, — _68x+2 + C
8 8
1 1

z.edy = 5/2x.em2dm = §em2 +C

1 1
sen(bx + 4)dx = R /5 sen(bzr + 4)dx = ~E cos(bx +4) +C

S€Il2 T

2—1—0

1
sen . cosmdm:/(senx) .cosxdr =

7 7 -3 7
10. = —— =——Inl4-3 C
4— 3z 3| Tt g3+
1 1 2 3 1/2
11. dr = | z(z*+3)” 1/2d:17:—/(2x)(x2+3)_1/2da7:—u:vx2+3+C’
:c2 3 2 2 1/2
T 1 2z 1
12. — dr=- | ——de=-In(2*+3)+C
22 +37" 2/x2—|—3x g (@™ +3)+
1
1 1 1 73
13. dr = = \/_/ V3 zﬁarctani—i-(}'
2337 73/ 112 1 (m 3 V3
T\
8r”  36z° H4x?
14. / (22% + 3)3dz = / (8$6+36x4+54x2+27)dx:%+ 5:” + 39“"
1 1
15. /—de—/ xde:——/—Qxe_Ide:——e_x2+C'
e 2 2
16. /Senxdx: logaritmica :—/_Senxda?:—ln|cosz|+0
cos T cos T
sen cos ?x 1
17. / da?:/senx. Cos_?’xdx:—/—senx. cos 3 xdr = = +C
cos3 & 2 2 cos? x
1 1 tan?
/senxdxzfsenx dx:/tanx dr = an x—l—C’
cos® x COS T coS2 1 cos? x 2
18/ d 1/ : g 1|1 +1|+C
) — = =—Inl|ln
2¢(Inz+1) 2 lnx+1 e v
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3.4. Integracion por partes

La féormula de integraciéon por partes se deduce de la derivada de un producto de funciones:

(u.v)" = v v+ u.v .Considerando el diferencial (u.v)'dx = v'.vdx +w.v'dz ; como el diferencial
es el producto de la derivada por dz se tiene: d(u.v) = vdu + udv despejando udv = d(u.v) — vdu;
integrando: [udv = [ d(u.v) — [vdu queda:

/udv:u.v—/vdu

Suele ser el método adecuado cuando al descomponer el integrando la parte que se deriva se

simplifica, por ejemplo en logaritmos, arctan, etc.

Ejemplos

1 /xe?’m_ldx— u=1x du=dx -
' S| dv=e¥ldr, v = [ e =L 3R de = 5 [

3

3x—1 1 1
§€3m—1 _ / € 3 de — %e&v—l _ 5/3€3z—1d$ _ %e&v—l _ §€393—1 L O

_ &
./lnxalz:{u_lnz du=73 }lenx—/md—x:xlnx—x+0

dv=dxr v==zu T

/x+1dx:/(x+1)e_mdx:{ u=w+l du=dr }:—(:c+1)e—w—/—e—wdx:
er r

dv=e%dx v=—e

[\)

b

—(z+ e —e*+C

= 2% du=2xdr u=2x du=2dx
) 2 :L‘d _ u xXr _ 2 /2 xd _ —
/xe v {dv:ewdx v=ce" ve rear dv=e"dx v=c¢€"

z2e® — {2xe“"’ — /Qexd:c] = %" — 2ze” + 2" + C

W

ot

9 u=-cosr du= —senxdr 9
. [ cos®xdx = = cosx.senx + [ sen”xdxr = cosx.senx +
dv=cosxdr v=senz

/(1 — cos’ x)dx = cosw.senx + 1 — /cos2 xdr =1

cosz.senx + x

2] =cosx.senx +x; I = 5 +C
— e du=ed
6. /e””.senxdx:{ v=e u=ear }:—e:”.cosx—l—/ez.cosxdx:
dv=senxr v=—coszx

V=COST UV =senx

u=e" du=e"dr . . .
J = —¢e.cosx+e.senx— [ e’.senxdx =1
I —

e*(senx — cosx)

5 +C
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3.5. Integracion por descomposicion

Consiste en descomponer la integral dada en suma de integrales.

Ejemplos
1 -z , / L d+/ d +V1-—224+C
| Y——dx = | ——dx x = arsenzx —x
V1—a? V1—a? V1

2.1

1
/tan2xdx:/< 5 —1)d:c:tanx—m+0
cos? x

I .
Integracion de funciones racionales. Son de la forma w
polinomio
3. 2
/I+3d ‘T:::i’ \?—_5 / 1+ 1—21 p [17+111 |2 5|+C
= _ 2 2 = a Xr = — — In €T —
2x — 5 xiﬁ 2 5 95 5 T
2
dividiendo:
322 — 2 95 5
B / :f—g dx:COCiente3x+9=/<3x+9+x_3) dr = %+9x+251n|x—3|—|—0
resto = 25

r—1 buscamos que arri- 1 62 — 6

1
5. — dx = 6 i =— | —— — dr=-In|322-6 74+ C
/3x2—6x+7$ baestela'derlvada 6/3x2—6x+7x 6n\$ r+ 7+
del denominador

; / et . / LI /
. T = Sseparamos Iracciones — X
922 + 4 P 922 + 4

Hacemos aparte cada una

Tx 7 18« 7
-/9$2+4dx:1—8 9$2+4dx——ln\9m + 4|

4 1 2 3 2 3
. / dx:/g#dx:—/#zdx:—artan—x
922 + 4 772+ 1 3 (Bx)"+1 3 2

2
la integral final resulta % In|92% + 4| + 307 tan 3; +C

dr =

922 + 4

1

cos? x

1Se utiliza la formula de trigonometria: 1 + tan® z =

D R
2Aplicamos que en una divisién == C+ ’l
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Procedimiento general para racionales:

2 +1 3r —1
1. /mdx: leldlendO:/<1+m) de =1

primero vamos a ver si se puede descomponer en factores el denominador; raices del deno-
minador z = 1,z = 2 ; reales simples; la descomposicion es:
3r—1 3r—1 A B Alx —2)+ Bz — 1)

23212 (-D@-2 1-1 z2-2  (@-D@E-2)
Ay B los obtenemos identificando numeradores 3z — 1 = A(z — 2) + B(z — 1)
{ paraz=2: 5=B(2-1); B=5

1
paraz=1: 2=A(1-2); A=_—2 &

—2 )
I:/ 1+ + dv =x —2L|z — 1|+ 5Ljx — 2|+ C
r—1 x-2

r+1
2. —  dz =1
/x2—2x+1 o

descomponiendo el denominador (2 — 2z + 1) = (x — 1)? raiz x = 1 doble
r+1  z+1 A B A+ B(x-1)

22 -20+1 (z—-12 (z—-12 2-1  (x—1)2

identificando numeradores:

parar=1: 2=A A=2

parax=0: 1=2—-B, B=1

2 1 —2
I= dr = —— 4+ Injz —1
/<(x_1)2+x_1) T x_1+n|$ |+C

/ x 2+v4-8
2

r+1=A+ B(x—1); { sustituyendo

x2_2$+2dx = [ raices x =

descomponer, se empieza buscando el logaritmo, primero el coeficiente de x multiplicando y

, imaginarias; el denominador no se puede

dividiendo por 2:

7 1/ 2z d 1/ 2x—2+2d se separa In y se 1/ 20— 2 dr +
2) x2—2x+2 2 ) 22 —2x+2 simplifica 2) x2—2x+2

1 2 1 1
Z = dr=ZIn|x?*=2 2 —_——dr =
2/x2—2x+2x p Infe” = 2w+ |+/x2—2x+2x

Para hacer esta Gltima construimos el cuadrado en el denominador:

2?20 =(r—1)>—1;luego 2> — 22 +2=(z —1)> =1+ 2= (z — 1)® + 1 resulta:

1 1
—In|z? -2 2 —
2n|x T+ ‘+/(:):—1)2+1

En resumen: Integracién de funciones racionales por descomposiciéon
1) Se divide si procede.

1
dx:§ln|x2—2x+2\+artan(m—1)—i—0

2) Una vez que el grado del numerador es menor que el del denominador se ve si es logaritmica
(arriba la derivada de lo de abajo)
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3) Se hallan las raices del denominador y se descompone éste en factores.
4) Se descompone el integrando en suma de fracciones.

a) las raices reales simples dan neperiano
b) las raices reales multiples dan neperiano y potencia(s)
c) las raices imaginarias simples dan neperiano y ar tan.

5) Si no se quiere utilizar el método general visto se puede usar la formula:

dx B 1l
xz—a2_2an

3.6. Primitivas por cambio de variable

Ejemplos
1. Para vaz + b se hace el cambio var +b =1
t2—1

./xzmdl«:{mzu 4=t o dx:tdt}

2 —1\7 1 1 .
:/< 2 ) Hrdr= Z/(tz_l)zt%lt: Z/(t4_2t2+1)t2dt: 1/(t6—2t4+t2)dt:

7 25 3 1 1
(%—%+%):2—8\/(1+2$)7—— (14 2x)° \/1+2x +C

1
4
VT V=t x= / /2t2
] — —2 —
/1—\/§dx da = 2tdt 1—ttdt T %

(22 —t+1
-2t + 2t —2t — 2 5
/ 2t :/< 2t—2+:)dt:
—2t + 2
\ / + 2 )
:—2——2t—2/—dt —t? =2t —2In|l —t| = —2 -2y —2In|1 — Vx| + C

2. Para racional en e* se hace el cambio e* =t

2z+1 et =1 t2 dt 4
/e dr =< e*dr = dt; dx:% :/e. .—:e/ 1———)dt=
4+ e" e 44t t 4+t
e

=e.e= (") e=1t¢

)
e(t—4ln|t+4]) =e(e® —4ln|e” +4|) +C

3. Para racional en Inx se hace el cambio Inxz = ¢

6ln°z —2Inz +1 Inz =t 61 — 2t + 1 43/3
dr = = | ———dt = 2t — — dt =
/ c(Blnx +4) {dg:dt} / 3t+4 /( 3+3t+4)

10 43 10 43
t2——t—|——ln|3t+4| ln2x—§lnx+§ln|31nx—l—4|—l—0

3
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pcostsent +t

4./\/&2—$2dl’:{x:asent }:az/cos%dt:a#—

dx = acostdt

1 2< T\2 «w m)
—-a 1-— (—) .—+arsen— | =
2 a a a

(\/ a2 — 2.2 + a’ar sen E) +C

a

|~

Funciones racionales en seno y coseno Algunos cambios que las transforman en racionales

son:
impar en sen x cambio: cosx =t

impar en cosx cambio: senx =t

También conviene a veces aplicar formulas trigonométricas por ejemplo: sen? z + cos?z = 1

=1
1. 2p.sendadr =4 °F :/—t21—t2 dt:/—t2 t4)dt =
/cos x.sen® zdw {  cenode — dt ( ) (—t*+1t%)

—cos®x  cos?x

3 - 5

sen x cosx =t —dt 1 1
/cos2x ’ { —senxdr = dt } / 12 t cosx *

+C

1
3. /(C082 r — sen’ r)dr = /cos 2udr = 5 sen 20 +C

cos? cosr =t .2
4. / der = ¢ —senxdr =dt; dxr= % :/ >dt = es racional
—senr cos?s g 2 dt 24t 2dt 1—t
—senzx ~ —senz —senz  sen?zxz  1—t2
1/2 1/2 1 1
= 14+ "+ —"—)dt=—t—=Inl|l—1¢ —In|l1+tl =
/( +1—t+1+t) gt =t gL+l

1 1
—CoST — §ln|1 — cos x| +§ln|1—|—cosx| +C
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3.7. Nocién de integral definida

Sea y = f(x) continua en [a, b]

dividimos el intervalo [a,b] en n partes iguales, mediante los
puntos a = xg < 1 < ... < x, = b, obtenemos pues n
subintervalos [z;_1,z;], coni=1,2,...n

Consideremos ¢; € [x;—1,2;]. Entonces f(¢;)(x; — x-1) es el
area del rectangulo de base el intervalo [z;_1, xi] y altura f(c;)

La integral definida entre a y b de f(z) es el limite de la suma
de las areas de los rectdngulos asi construidos:

/ fla)de = ,gggo e = w0) + (e = ) + .+
(cn)(xp—xp1)] = h_)m Zf ¢i)(x;i—mxi_q) con ¢; € ;1,4

a, b se llaman limites de integracion.

El segundo miembro es una suma "infinita’de areas de rectan-
gulos.

Graficamente la integral es el area limitada por la curva
y = f(x) y el eje OX entre las abcisas a y b.

nota: (salvo el signo pues f(z) puede ser negativa).

f(x)

i - -

1

Consecuencias Se verifican las siguientes propiedades a partir del concepto de integral definida.

b c b
1. / f(z)dx = / f(z)dx + / f(z)dz, se puede descomponer el intervalo de integracion en

subintervalos.
a

b

b a
2. / flz)dx = —/ f(z)dz , si se intercambian los limites, la integral cambia de signo.
b
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3. Monotonia de la integral:

b b
Si f(z) < g(x) en [a,b]. Entonces: / f(z)dz < / g(x)dx
3.8. Funcion integral definida.

Cuando f(x) es integrable en [a, b], la funcion \\—/
z : f(@)
S(z) = / f(t)dt, = € [a,b] , se llama funcién integral definida E :

de f(z) en [a, b].

S(z) es el area bajo la curva desde a hasta z

3.9. Teorema Fundamental del Calculo Integral

Sea f(z) continua en [a,b]. La funcién integral definida: S(z) = / ft)dt, x € [a,b] es

primitiva de f(x) en el intervalo [a, b].

Ejemplo Hallar el punto del intervalo [0,2] en el que la funcién f(x) = / ﬁdt alcanza su
0

valor minimo.

T 1
-1
La derivada es: f'(z) = i Yy’ — + se alcanza el minimo en z =1
14 a2
Yy | /

3.10. Regla de Barrow

La definicion dada no es 1til en la practica, la Regla de Barrow relaciona la integral definida
con el calculo de primitivas, y permite a partir de ellas hallar el valor de las integrales definidas.

a

/ f(z)dz = [F(2)]" = F(b) — F(a)|, con F(z) primitiva de f(z)

La demostracion se deduce de que la funciéon integral definida y otra primitiva se diferencian
en una constante.

Ejemplos
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0
2. Calcular / f(z)dz siendo
—2m

senx st < —m
flx)=9 2+1 si —7<x<0
st O0<ux

8|~

0 -7 0 T
_wa(x)x /_2ﬂsenxx+/_ﬂ(7r+ ) T /\/

1’2 0 -6 -5 —4
[—cosz] "5 + [2— + x} = —cos(—m) + cos(—2m) +
n —7

2
0—<§——w):1+1+w/2:2+7r/2

™

3.11. Aplicacion de la integral definida al calculo de areas

Area encerrada entre la curva y el eje OX: Es necesario conocer el comportamiento del
signo de la funcion en el intervalo de integracion. (El regionamiento de la funcién).

Ejemplos

1. Hallar el 4rea encerrada por y = 22 — 3 y el eje de abcisas
V3 23 V3
/ (2% — 3)dx = [— - Bx} = —4V3 S =4V3u?
_\/5 3 _\/g

también, como es simétrica podiamos haber hallado S = 2.5; con
S, area entre 0 y V3.

&

2. Hallar el area encerrada por y = senz, el eje de abcisas y las rectas x = —7, x = 7 /4.
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S:Slo+S2
Sy / senxdr = [—cosz]’ = —cos0 + cos(—7) =
9. "5 =2

w/4 A T
Sy = / senzdr = [—cosx]g/ = —cos + cos0 = -

0 .4
|

5 +
2

S:?)—guz

Area encerrada por dos curvas: Sean fy g las curvas: si f > g en el intervalo de integracion,

entonces el area viene dada directamente por la integral de f — g.

Si no dan los intervalos de integracion se hallan los puntos de corte entre las curvas. Si son dos

puntos se hace la integral de f — g y luego se toma el valor absoluto.

1. Hallar el 4rea limitada por f:y =22 -5, ¢g:y=3— 2?

Igualamos las funciones para hallar los puntos de corte: g
3—a?=2?-5 222 -8 =0secortanen v = £2, y
g=f )
2 64
S:2/ [3—:)32—(:)32—5)]0[33:2/ (8—22%)dx = — u?
0 0
2. Hallar el area encerrada por las curvas f(z) = 2% — 1, (x4 1)(x—1)?
Hay tres puntos de corte z = -1, x =1, = 2

glx)=a®—2>—z+1, S=5+5
Sy = érea encerrada por f y g entre —1 y 1

1 1
Slz/g—f:/(x3—2x2—x+2)dm:
-1 -1

[21/4 — 20%/3 — 2% /2 +- 22]" = 1/4—2/3-1/2+2) -

(1/4+2/3—-1/2—-2)=28/3
S, = area encerrada por f y g entre 1y 2

[—2/4+ 223 /3 + 22/2 — 22]% = 5/12

37
lta S = — 2
Resulta S 12u

2 2 1
522/f—gz/(—x3+2x2+x—2)d1’: \/\
1 1

3. Area encerrada por x = y% — 2y ; y la recta que pasa por los puntos (—1,1), (5, —2)
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. Hallar el area que encierra la curva y = bx —

En este caso nos interesa integrar con respecto al eje de ordenadas,

intercambian sus papeles = e y:
r+1 y-—1

I - r=-2y+1

Los puntos de corte con la parabola son, igualando: y? — 2y =
—2y+1 y== (] 1
llamamos: recta g(y), parabola f(y)

la recta es ¢ :

1 1 371
Y 4
S = g—f= (1—y2)dy:{y—§} :§U2
—1 1

-1

. L —Zo Y—Y
%ecuacion de la recta en el plano =
T1 — 2o Y1 — Yo

2 su recta tangente en el punto de abcisa

x = 3y el eje de abcisas.

Dibujamos la parabola con los puntos de corte

5x—x2:0{ x:g El vértice esta en x = 2’5
x:

El area buscada es = area de triangulo — &area entre la

parabola y el eje OX.

=f(3)=5-3-32=6 |
Recta tangente y—yo = m(x—x0) { zz _ ?((3)) fllx)=5—-2z: f(3)=5-2-3=-1

y—6=—1(z—3)
Punto de corte de la tangente con el eje OX esy=0; 0—6=—-x+3; x=9

Area del triangulo: la altura: f(3) = 6, la altura es 6, la base 9 — 3 = 6,
6-6

Area del triangulo = - = 18

Area entre la parabola y el eje OX:

5 2 375
522w 125 125 [45 27] 22
jé( v @) { 2 3}3 2 3 [2 3} 3

Area buscada: 18 — 2—32 = 3—32u2
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3.12.

1. /(m2+x) dr =

3 1,2

x ;
Solucion: — + — + C
olucion 3 + 5 +

2. /(1—:5) dx =

2
Solucién: x — - +C
2
3. / (1+-) dx=
x
Soluciéon: 2Inz +a + C

1
4. — dr =

Solucién: ,l +C
T
3
5. / Gl de—
X
Soluciéon: 3lnx +x +C
6. /(2\/5+ 1) dr=
Solucioén: 4175 +ax+C

7. /QCosx dr =

Solucién: 2senz + C

8. /(36:0 —1) dx=
Solucién: 3e¢* —x + C

9. /(2+3x) dx =

3 /2
Solucioén: % +2z+C

10. /(1—senx) dx =

Solucién: cosx +x + C

1
11. dr =
/x2—|—1 v

Solucién: ar tanx + C

12. /(1—%) do =

Soluciéon: ¢ — 3lnx +C

Problemas

13

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

/L i =
V1—a22

Solucioén: barsenx + C

(cosx —2senz) dr=

Soluciéon: 2cosx +senx + C

/($2—$+3) dx =

) 2

o T
Solucion: 3 5 +3x+ C

/(—%-i-é) dr =

1
Solucion: —2Inx — — + C
T

/(2senx—x) dx =

72
Solucion: —2cosx — 5 +C

/(3\/5—1) i =

Solucion: 2% — x +C

/(i—l—l%—x) dr =

2
2

Solucién: —Inz + % —x—-——-—+4+C
T

/(1_1—1—1:172) do =

Solucion: © — artanx + C

/:E(l — 23 dx =

Solucién: —1(1 — 2?)* 4+ C

/:E cos x2dx =

Solucioén: % senz2 4+ C

/(2:5 + 1)Va? + xdr =
Solucion: 24/(z2? + z)3 + C
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2e”
25. 1da: 36. [ (2 —8senwx.cosx)dr
eﬂ? J—
Solucion: 21n |e® — 1| + C Solucién:2z + 4 cos? x + C
Inx
2% / 5 dx 37. —dx
148z v
Solucion: g In|1 + 8z| 4 C Solucion: 3% + C
27. Halla la funcion F'(z) para la que F'(z) =  38. /ar tan xdx
1
72 y F(1) =2 Solucién:z.ar tanx — 1/2.In(1 + 22) + C
oo 1
Solucion: - +3 39. /a7 sen 3zdx
28. Halla la primitiva de f(z) = xv2? — 1 que Solucion: =2€es3z  sende 4 ¢
se anula para x = 2
40. /sen2 xdx
Solucion: F(x) = % (22 —1)° =3
Soluci()nzi‘%n35(7;"OS 2)te 4 o
T
29. | —dx
e* 41. / e
Solucion: —(x +1)/e* + C €
Soluci()n:—784(5621”“0”) +C
ZE2
30. /xe dz 3r+7
42. T—6 dx
Solucion: %612 +C - o
Solucién:—4z — 31In |1 — 6z + C
31. [ tan2xdz 3x —5
j ey
Solucion: —1 In | cos 22| + C fa”+1
oluciéon: —2 In | cos 2x
’ Solucién:1 In 62 + 1| — \/igar tan(v/6z) + C
r—1
32. ———dx
/ 32 — 6z — 24 44. /sen(ln x))dx
Solucién: 1/6.1n|32% — 6z — 24| + C ”
Solucion: E(sen(ln z) —cos(lnx)) + C
2% — 3z
33. / —dx
2r =5 45. /x2 e'dx
Solucién: 2?/2 + x4+ 5/2.1In|2x — 5| + C ‘
Solucion: z%e® — 2ze” + 2¢® + C
3. / dv = ldv 46. /(x — 2) cosxdx
Solucion: é\/ (dx—1)3+C Solucion: (x — 2)senx + cosz + C
95 / 2¢"dx 47. /x cos(3z + 1)dx
) e 41

Solucién: 2ar tane® + C

e 1
Solucion: g sen(3z + 1) + 9 cos(3z + 1)C
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48.

49.

20.

ol.

02.

53.

o4.

25.

56.

57.

58.

/(m2 + 3z) In zdx

3 342 23 32
Solucién: (% + %) Inx — % — % +C

cos® xdx

—

., 3.
Solucion:sen z — *=+ + C

/6
cos(3x + m)dx

S—

1
Solucién: ——
3

1
2
ze® dx

S~

. e—
Solucién:

w/4
sen x cos xdx

S~

Solucion:1/4

w/2
/ x.sen z2dx
0

Solucion:1/2

9
1
VT + dr
4 VT +2

Solucion:2 (iz\/i + 2 log (v/x + 2)) = 3’89

/1 dr
o THVT

Solucion: 21In |z + 1| = 2In2

™2 senx — cosx
—  dx =
o senzx -+ cosx

Soluciéon:— In |sen z + cosz| + C' 0

1
x
dr =
/0 1122

In2
Solucion: —
! dr
o 14+922
tan 3
Solucioén: artan

3

99.

60.

61.

62.

63.

64.

66.

67.

In2
Solucioén: e
2
°In’z
— dx =
1 X
1
Solucioén: —
olucion 3

1
/ zVri+1 dax =
0

y 22 1
Solucion: _ =
3 3
e
/ rlnx dr =
1
e? 1
Solucioén: — + -
olucion 1 + 1

b
/ L S W
0o V 4 — ZL’2
Solucion: E
6

Encontrar las abcisas de los posibles méxi-
mos y minimos de la funcion f: R — R

: T2 -1
definida por F(x) = dt
0

t+1
Solucion: —1 max., 1 min.

. Hallar el area comprendida entre la curva

y=12° — 622+ 8x y el eje OX.

Solucion:8u?
Mediante una integral por partes calcular

0
I = / In(x + 2)dz. Representar grafica-
-1
mente la parte del plano cuya &area esta

representada por la integral 1.

Solucién:2In2 — 1

Dadas las funciones f(z) = 1/(2 + z?),
g(z) = x?/3; representarlas graficamente
y calcular el area de la region del plano
delimitada por ellas.

1 2
Solucion: v2ar tan — — 9

V2
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68

69.

70.

71.

72.

73.

4.

Determinar el area de la region acotada
delimitada por la grafica de la funcién
flz) =
de abcisa e y el eje OX.

22.Inx, su tangente en el punto

Solucién: "'31—;2112

Determinar el adrea limitada por la pardbo-
la y = 3z — 22 y la recta normal a ella por
el punto de abcisa 3.

500

Solucion: <3

Area comprendida entre z = 4 —1? y el eje
oY.

Solucion: 32/3u?

Hallar el area de la region limitada por la
funcion y = z.e” y las rectas y = 0,2 = 1.
Solucion: 1 u?

Hallar el area que encierra f(z) = e *—1
con su derivada y el eje de ordenadas

S =031 u?

Hallar el area de la region limitada por la
funciéon y = Inz y las rectas y = 0,y =
l,z=0

Solucion: zlnx —x, e — 1
Hallar el area que encierra la curva y =

2% — 3z, su recta tangente en el punto de
abcisa x = 2 y el eje de abcisas.

Solucion: 5/6

79.

76.

77.

78.

79.

k
Se define la funcion f(z) = 2 — —. Se pide:
x
a) Determinar k para que la funcion tenga
un maximo para r = —1
b) Hallar el area que encierra con el eje
OXentrex=2yz=4
Solucién: 6'69u>
Hallar el area que encierra la curva y =
2 —5
3v + 12

Solucién: 0'11u?

conelejeOX entrex =2yz =14

Dada la funcion f(z) = 5z 0 Hallar el

area que encierra con su funciéon derivada

entre x =0, z = 1.

1oy 18

' 1
/ f—flde=—-18 In(|lzx +4|) +3 2+ :r—fél

21
S=—-181n5+18 In4 + e —1'91658

4

Las siguientes requieren integrar ra-
cionales

x? + 4x
/@—2)(1—@‘“‘

Solucion: —x — 12Injz — 2| +5In|l — 2| + C

3r—5
—d
/6x2—1 o

Solucion:
3 —5V6 3+5V6
1{;\/_.111\\/6:1371|+ +1;f.ln|¢6:r+1|+c
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3x + 2 6x + 8
80. —=d 86. —d
/(63:+1)2:'j /az2+2:c+5x
Solucién: f%.#ﬂ + % In|6x+ 1|+ C Solucion:3 In(z? + 2z + 5) + ar tan ”LT“ +C
2 —b5x 5 dx
81. —d
/2x2—3x—|—1x 87'/2x2—1
Solucion:—3In |z — 1|+ 1/2.In|22 — 1| + C Solucion:0'203
1 2+ 3
82. / .2 dx 88. Razonar que f(z) = e puede
Solucion: ibi la f = m
escribir en la forma f(x) p+x2 5516

83.

84.

85.

—tlml—z|+iln|l+z+C

1
/ dx
cos T

1
Solucion: 3 [In(senz + 1) —In(senz — 1)] + C

/ 3dx
er —1

Solucion:3(In |e® — 1| — Ine®) + C

/ x?+1 J
T
202 — 122 + 18

T
Solucion: 5~

5

3+3111\:1373\+C

89.

siendo m,n,p ntimeros reales. Calcular una
primitiva de f y el area limitada por la cur-
va y = f(z), el eje de abcisas y las rectas
r=4,r=06.

Solucion: a) f(z) =1+ 223 b) 2+ 12In |z —

2 —5x+6

3| —7Injz —2|¢) 24+ 12In3 —7In4 + 7In2

701
dx
% sen r

1 1
Solucion: {5 In(cosx + 1) + 5 In(cosz —1)| =

[ME]

B3

0’881






Capitulo 4

ESPACIO VECTORIAL R3. MATRICES.

4.1. Espacio vectorial de los vectores libres del espacio

Z

Consideremos R? conjunto de ternas ordenadas de niimeros reales
por ejemplo (3,2,0), se les llama vectores, en general representare-

mos estos elementos por:

a = (a1, as,a3), con a; € R

Se representan en el espacio dotado de un sistema de coordenadas
OXYZ.

4.2. Operaciones con vectores

Suma de vectores: se suman componente a componente,

dados: @ = (CLl,CLQ,CLg),g: (bl, bg,bg),
d+0b= (a1 +bi,as +bs, az + bs)

Graficamente: diagonal del paralelogramo, o uno a continuacion del
otro

Propiedades de la suma:

asociativa: @+ (b+ &) = (@ +b) + ¢

ST

b+

conmutativa: @ + b

elemento neutro: (vector nulo) 0 = (0,0,0)

!

de R?

1
=

Ol

elemento simétrico (vector opuesto): —d = (—ay, —ag, —as) con @,

Y

55
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Para restar dos vectores:

a) Se suma el opuesto

b) Otra diagonal del paralelogra-
mo

Producto de un escalar por un vector: se multiplica cada
componente sean: o € R, d = (ay, ag, az)
a.d = (aay, aas, aag)

Graficamente: se lleva el vector @ "o veces, se obtiene un vector
de igual direccién, con el mismo sentido si « es positivo y sentido
contrario si « es negativo.

Propiedades del producto de un escalar por un vector:

pseudoasociativa (a.().d = a.(f.d)

a

producto por la unidad 1.a

distributiva respecto de la suma de escalares (o + ). = a.d + .d

distributiva respecto de la suma de vectores a.(d@ + b) = a.d + «.

con @,b, de R3 y con a, 3, de R.

El conjunto R? con la suma, el producto por escalar y las propiedades que verifican tiene

estructura de espacio vectorial, abreviadamente: (R3,+,.R) e. v.

Analogamente (R™, +,.R) es el e.v. de las n-tuplas de nameros reales, @ = (aq, as, ...

4.3. Dependencia lineal

).

Combinacién lineal de unos vectores dados es toda suma de esos vectores multiplicados por

escalares.

Ejemplos
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= Dados los vectores @ = (3,-2,1), b = (5,1,6), @ =
(2,4,—1) La expresion siguiente es una combinacion lineal,
7 ¢.l.” de ellos.

20 +b—3¢=2(3,-2,1)+(5,1,6) —3(2,4, —1) = (5, =15, 11)

= Comprobar si el vector § = (—2,0,6) es combinacion lineal
de los vectores:

7= (1,0,2),% = (4,0, —2)

—2=a+14p
0=0 a=2,0=-1
6 =2a—20

luego § = 20 — w

por tanto si un vector es combinacion lineal de otros dos esté
en el mismo plano que ellos.

Conjunto de vectores linealmente dependiente Un conjunto de vectores es linealmente
dependiente (abreviadamente 1.d.) si ALGUNO de ellos se puede escribir como combinacion lineal
de los otros.

Ejemplo Dos vectores que tienen igual direcciéon son l.d. pues uno de ellos es igual al otro
multiplicado por un nimero.

Esto se traduce en que sus coordenadas son proporcionales:
-3 2 -4  —10
v =(2,—4,-10),w = (-3,6,15), w=—u las coordenadas: — = — = ——

( ) ( ) 5 y S % " 1
Conjunto de vectores linealmente independiente Un conjunto de vectores es linealmente
independiente (abreviadamente 1i.) si NINGUNO de ellos se puede escribir como combinacion
lineal de los otros.

Base del espacio vectorial R? de los vectores del espacio Una base del espacio vectorial
R3? esta formada por tres vectores linealmente independientes.

En general base de un espacio vectorial es un conjunto de vectores Li. tal que todo vector del
e.v. se puede escribir como combinacion lineal de ellos.

Dados tres vectores que forman base, todo vector de R? se puede escribir como c.l. de ellos.

A los coeficientes de los vectores en su expresion como c.l. de ellos se les llama coordenadas
de ese vector en esa base.
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Ejemplo Dada la base formada por los vectores @, 7, @ de R®, si & = 2i + 30 — W, entonces el
vector ¥ tiene de coordenadas 2, 3 y —1 en la base formada por esos vectores.

Subespacio vectorial o variedad lineal engendrado por 1 o 2 vectores es el conjunto de sus
combinaciones lineales. En el primer caso son los vectores que estan en la misma recta que el
vector dado y en el segundo son los vectores que estdn en el mismo plano que los vectores dados.

4.4. Matriz

a1 Az ... Qip
Matriz de orden m x n es un cuadro formado por m filas dor G2z .o don
y n columnas de nimeros reales.
Am1 Gma o Qg
0 012 30
1 201 10
Ejemplo | 2 -5 2 2 —2 1 | es una matriz 5 x 6
0 120 01
1 321 11
Observaciones

1. En un elemento de una matriz el subindice primero indica su fila y el segundo su columna,
api s el elemento de la fila h, columna k.

2. Se llama diagonal principal a la formada por los elementos a;;.

3. Se llama matriz fila si esta formada por una sola fila (3,-2,0)

Se llama matriz columna si estd formada por una sola columna.

-3 01 2 30

11 2

4. Llamaremos matriz triangular a aquella cu- 8 8 2 9 g 1
yos elementos por debajo de la diagonal prin- 000 2 0 1

cipal son 0

5. Matriz cuadrada es la que tiene igual nimero de filas que de columnas.

6. Matriz traspuesta de una dada A, es la matriz A’ obtenida cambiando filas por columnas,
para obtenerla se escribe la 1% fila como 1* columna, la 2¢ fila como 2% columna, etc:

L2 a0 10 2
A=101 10 A =

2 2 -2 1 31 =2

o 3x4 00 1

4x3
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4.5. Operaciones con matrices

1) Suma: para sumar dos matrices del mismo 2 4 -5 5 =3
orden se suman los elementos correspondien- 6 -4 |+ 2 -1 |=118 =5
tes 8§ —6 0 -7 8§ —13
e I 2 -3 —6

2) Producto por escalar: se multiplican to- (—3). ol —15 o
dos los elementos por el niimero 6 0 18 0

3) Producto de matrices: dos matrices son multiplicables si el nimero de columnas de la primera
es igual al nimero de filas de la segunda. El producto de una matriz de orden m x n por una matriz
de orden n X p es una matriz de orden m X p, en la que el elemento del lugar ij se obtiene operando
la fila ¢ de la 1* matriz con la columna j de la 2 matriz.

Ejemplo

(2 | _1> "
03 0 '
2 2 =5 3x4
2:0+1-1+(-1)-2 2:041-2+(=1)-(=5) 2-141-0+(-1)-2 2-241-1+(-1)-
0-0+3-1+0-2 0-0+3-24+0-(=5) 0-1+3-0+0-2 0-24+3-140-

_(-1703)
3603),,

01 2
2 01 =
2
_l’_

Se verifican las propiedades y consecuencias de facil comprobacion:

1. Asociativa A.(B.C) = (A.B).C’

observaciéon El producto no es conmutativo, tampoco entre matrices cuadradas.

(o) (Va)=(oo) (o) (0o)-(07)

2. Se llama matriz unidad o identidad a aquella cuyos ele-
mentos de la diagonal principal son 1 y los restantes 0.
Al multiplicar una matriz por la matriz unidad se obtie- I3

I
o O =
O = O
—_— o O

ne la misma matriz, es el neutro para el producto cuando
se puede hacer éste.

3. Es distributivo respecto de la suma de matrices. A.(B+ C) = A.B+ A.C

4. La traspuesta del producto es el producto de las traspuestas cambiadas de orden (A.B)" =
B"A
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Ejemplo Hallar la matriz A en la siguiente ecuacion matricial 3A — C'B’ = DI, siendo

31

2 —1 2 —1 521 -1
B=1¢ o C‘(s 0) D_<—203 0)

0 —1

1 :

55 12 1 10 7 13 0
B = . DILb=D D+CB =
¢ (96180)’ ! e (76210)

[ 10/3 7/3 13/3 O
A‘( 7/3 2 70)

4.6. Determinante de una matriz cuadrada

nota previa : Recordemos lo referente a permutaciones

Dado el conjunto {1,2,3,..n}, se llama permutacion de sus n elementos a toda posible ordena-
cion de los n elementos.

ejemplo: Dado {1,2,3,4,5} una permutacion es: 23514.

Dada una permutacion diremos que dos elementos forman inversion si estan en distinto orden
que el inicial. En el ejemplo estan en inversion 2 y 1, 3 y 1, 5y 1, 5 y 4. El ntmero total de
inversiones se obtiene comparando cada elemento con todos los que le siguen, en el ejemplo hay 4

inversiones.

Determinante de una matriz cuadrada A |, que se representa |A|, es la suma algebraica de
todos los productos obtenidos tomando un elemento de cada fila y columna, con signo mas si el
namero total de inversiones de las permutaciones de los subindices fila y columna es par, y menos
en el otro caso.

Si vamos tomando el primer factor de la primera fila, el 2° de la 22, etc, sélo tendremos que
tener en cuenta la permutacion de los subindices columna.

aix aig

Determinante de orden 2: = Q11092 — Q12091

ag1 A2

Determinante de orden 3. Regla de Sarrus:
ai; Q12 Q13
ag1 Q22 923 = Q11022033 + Q12023031 + (13021032 — (13022031 — (12021033 — (11023032

asy aszz ass
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Ejemplos Calcular:

1 _3 2 =2 5 1 2 3 1 2 3
‘ 5 & ‘ =—1; -3 4 0 |=-103; 4 5 6|=0; 5 7 11 | =
6 —1 1 7 89 13 14 19

4.7. Propiedades de los determinantes

1. El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta.

Resulta de que al cambiar filas por columnas los sumandos del determinante son los mismos
y con igual signo por la definicion.

Como consecuencia de esta propiedad son ciertas para columnas todas las propiedades para
filas que siguen.

2. El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de la diagonal
principal.

Esto se deduce de la definiciéon pues el inico sumando del desarrollo que no incluye un factor
0 es el formado por los elementos de la diagonal principal.

(2) jl g _i empezando por abajo y evitando los ce-
00 3 _7|=T08 la tinica eleccion posible es 5, enla = 5.(-3).4.2 = -120
00 0 5 fila anterior -3, etc

3. Si los elementos de una fila son 0, el determinante es 0.

Trivial pues en cada sumando del desarrollo hay un elemento de esa fila.

4. Al multiplicar una fila por un ntimero el determinante queda multiplicado por ese ntmero.
Al haber en cada sumando del desarrollo un elemento de esa fila se podria sacar factor comun
ese namero.

5. Si se permutan entre si dos filas de un determinante éste cambia de signo.

Si por ejemplo en el de orden 3 cambiamos la 2% y la 3“ fila, la permutaciéon de las filas pasa
a ser 132 con lo que se anade una inversion en cada sumando.

a, as a
Como ejercicio comprobar la propiedad cambiando la 2¢ b e
a . by by bs

y 3¢ fila en el determinante
€1 C2 C3

6. Si cada elemento de una determinada fila es igual a la suma de varios sumandos, el determi-
nante es igual a la suma de los determinantes que se obtienen al sustituir dicha fila por los
primeros sumandos, los segundos, etc.

Es consecuencia de la definicién y de la propiedad distributiva de los niimeros reales.
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Como ejercicio comprobar:

. a)

a+b x
c+d y

a x
cy

n x
d y
Un determinante con dos filas iguales es 0.

Es consecuencia de que si se permutan entre si dos filas de un determinante éste cambia
de signo, pues intercambiando esas filas se llegaria a que |A| = —|A| por tanto |A| = 0
pues el tinico nimero igual a su opuesto es el 0.

Si una fila es proporcional a otra el determinante es 0.

Se deduce de que al multiplicar una fila por un nimero el determinante queda multiplicado
por ese niimero, pues se podria sacar fuera del determinante el factor de proporcionalidad
y quedarian dos filas iguales.

Un determinante es igual al que resulta de sumar a una fila una combina-
cion lineal de las restantes, es decir, una suma de esas filas multiplicadas por
nameros.

Es consecuencia de a), b) y de la propiedad anterior.

x Yy z

Ejemplo Consideremos el determinante | a; as a3 | = |A|

by by b

sumamos a la 1 fila una comb. lin. de las otras v - 2% + 3 - 3¢

A

ZL'—FOéal—l-ﬂbl y+aa2+ﬁbg Z‘l’OéCLg‘Fﬁbg

ay a9 as =
b ba b3
xr oy =z aa; oy oas Bby by Bbs
=|la ay az |+ | aq as as |+ | ap as as
b1 by b3 by ba b3 by by b3

partir de esto podemos triangular una matriz (hacer 0 a los elementos por debajo de la

diagonal principal), sin alterar el determinante utilizando combinaciones lineales.

Ejemplo Calcular triangulando:

1 2 3 20fila + 1% x (—3) 1 2 3
3 -1 0= 3 -1 0 p=[0 -7 —9|=
2 11 —3 —6 —9 2 1 1
39fila + 19 x (—2) 1 2 3
2 1 1 =10 =7 —9|={3"4+2"x(=3/7)} =
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1 2 3
0 -7 -9|=38
0 0 -8/7

8. Un determinante es 0 sii una fila es combinacién lineal de las restantes.
Es consecuencia de que podemos restar a esa fila la combinacion lineal y quedard una fila de

0.

9. El determinante de un producto de matrices es el producto de los determinantes:

|A.B| = |A]|B].
Como ejercicio comprobarlo para: b 3 5 =7
) p para: -4l _3 4

4.8. Menor y adjunto

Dada una matriz cualquiera:

Menor es cualquier determinante que resulte de suprimir un adecuado nimero de filas y de
columnas.

es el menor que resulta de supri-

el determinante: mir la fila 2 y las columnas 2 y

4.

3 2 1
En la matriz: 3 1 8
2 11 21

S O =~

Menor complementario de un elemento de una matriz cuadrada: es el menor que resulta
de suprimir su fila y su columna.

3 1 2
en | 0 —1 5 | se tiene que 0 9 ' = 6 es el menor complementario de 5.
0 21

Adjunto de un elemento de una matriz cuadrada: Llamamos adjunto de un elemento: a;;
al determinante del menor complementario dotado del mismo signo si ¢ + j es par y con signo
contrario si ¢ 4 j es impar, en el ejemplo el adjunto del 5 es -6.

Matriz adjunta de una matriz cuadrada: es la matriz de los adjuntos de sus elementos.

4.9. Desarrollo de un determinante por adjuntos de una linea

El determinante de una matriz cuadrada es igual a la suma de los productos de los elementos
de una fila por sus correspondientes adjuntos.
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Ejemplo Desarrollar por los adjuntos de la primera fila:

3 =2
k
* 5 1

5 4

=1

>~ = 3y

i
3 -2 ‘:—95—7j+13k
5 1

—21_—.*
1 4|7

Esto se utiliza para hallar determinantes de orden superior a 3.

En la préctica suele ser 1til antes obtener ceros en una linea para simplificar operaciones, o sea
se combina con el método de triangulacion

Ejemplo Hallar abreviadamente:

2 1 0 3 2 10 3
§ _11 ; ;l = 421”32: 1@ = g _:1)) ; é = desarrollando por la 1* columna =
2 -3 3 4 0 —4 3 1
3 2 1 1 0 3
2 -1 2 5|+3] 3 2 1|=6
-4 3 1 -4 3 1

Propiedad En una matriz cuadrada la suma de los productos de los elementos de una linea por
los adjuntos de otra paralela es 0.

4.10. Matriz inversa de una matriz cuadrada

Dada una matriz A su inversa A~! es la que multiplicada con ella da la matriz unidad.

La matriz inversa es la adjunta de la traspuesta dividida por el determinante de la matriz.

At adj(A")]

:m[

Por tanto para que una matriz tenga inversa es necesario y suficiente que su determinante sea
distinto de 0.

10 0
Ejemplo Hallar la inversa de la matriz: | 2 2 -1
31 1

1 23

Primero trasponemos: 0 21

0 -1 1
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2 1 01 0 2
T e PR P
su adjunta es: —' 2 3' ‘1 3' —‘1 2' =
-1 1 0 1 0 -1
2 3 1 3 1 2
‘ 2 1 0 1 ‘ ‘ 0 2 ‘
3 0 0\ como el determinante 1 0 0
=| -5 1 1 | delamatrizdadaes3 | —5/3 1/3 1/3
—4 —1 2/ la matriz inversa es: —-4/3 —-1/3 2/3

Ejemplo Resolver la ecuacion matricial B — AX = C siendo:

(3 () ()

Primero despejamos X

B-AX=C
“AX=C-B g
AX = —(C — B) HallamosB—C_< ; _2)
AX = (B-C)

_5 _3
Calculamos la inversa: A~ = ( ; i )

Ahora multiplicamos A" por la izquierda de B — C"
5 _3 -5 6
X = A YB - = 2 2. =
soa= (3 5) (70 2)
L 12
10 —10
Ejemplo: Resolver la ecuacion matricial 3X = A - X + B, siendo:

(a0 s) (1)

3X —A-X=B; 3IX-A-X=B; (3[-A)-X=5; =3I-A)"" B

10 4 -3 ~1 2 3

(i) (1 )-( ) wea(0)
el p (23N (24N _ (717
(81— A4) B_<11 13) \3 7

4.11. Rango de una matriz

X =A"YB-0)

Rango por filas de una matriz es el nimero méaximo de filas linealmente independientes.

Es inmediato ver que en una matriz triangular, con los elementos de la diagonal principal no
nulos, todas las filas son l.i. (ninguna se puede escribir como c.l. de las otras).
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En consecuencia teniendo en cuenta que operando con combinaciones lineales no se altera
el nimero de filas linealmente independientes podemos hallar el rango de una matriz por un
procedimiento analogo al de triangulaciéon en determinantes.

Ejemplo Hallar el rango de la matriz:

-1 4 4 3 . . -1 4 4 3
Al e 0 z —?—1?011(—2)6 0 23 AU 14
| =5 =3 —4 1 0 —23 —24 —14

3 11 —1p _g ) HHIX(ED)

luego ran(A) = 2

0 —23 —-24 —-14

Rango por menores FEl rango de una matriz es el orden del menor de orden mas grande no
nulo.

Demostracion de que el rango por filas y el rango por menores coincide:

ay apy e e | ap

Se puede triangular la matriz de manera que 0 as -+ -+ |-+ a9

no se altere el rango ni los determinantes de

los menores que se construyan con sus ele- 0 0 - @l am

mentos, asf se llega a una matriz de la forma: o 0 - - e 0
0 0 «ev «or «ov 0

que da directamente el rango por filas y el menor més grande no nulo.

Consecuencias:
1. En una matriz el numero de filas linealmente independientes es igual al niimero de columnas
linealmente independientes, igual al rango.

-1 4 4 30
Ejemplo: En la matriz 6 —1 0 —4 1 |,laultima fila es la suma de las dos primeras,

5 3 4 -1 1
por tanto se puede afirmar que sélo hay 2 columnas linealmente independientes.

2. El rango de una matriz es igual al de su traspuesta.

3. Al reordenar las filas de un determinante, al multiplicar una fila por un ntimero o al sumar
dos filas multiplicadas por niimeros, el determinante puede cambiar pero no se hace cero.
Por ello se utilizan estas operaciones para calcular el rango.

4.12. Calculo practico del rango

Matrices numéricas: Para matrices numéricas suele ser conveniente hallar el rango a base de
triangular, estando atentos a menores que puedan dar el rango directamente.

nota: Si la matriz es pequena basta buscar un menor de orden 2 no nulo y orlarlo.
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Matrices con parametros: Para matrices con pardmetros lo conveniente suele ser anular los
menores mas grandes que se puedan formar. En particular si una matriz es cuadrada se anula el
determinante de toda la matriz.

Ejemplos

1. Calcular el rango de la matriz:

2 10 3 g _ 1a 2 10 3 21 0
2 2 4 30 % 2410 x (—3) 0 3 21 3¢ X 3+2%5 0 3 2
3 —1 2 5 go_ 10 0 -5 4 1 49 x 342 x4 0 0 22
2 -3 3 4 0 —4 3 1 0 0 17
. 22 8
Cuyo determinante es 2 - 3 - ) 17 7 ) # 0 Luego el rango es 4.
2. Calcular el rango de la matriz:
001230 120110
120110 . . 001230 0 1a
T il FEE TR ERE
012001 P 012001
132111 132111
120110
0 01 2 3 0 | comolasdosfilasualti- /1 2 0] 1 1 0
01 200 1 | massonigualesala3® | 0 0 1] 2 3 0
01 20 0 1 | las eliminamos 01 2 001
01 2001
matriz en la que el menor recuadrado tiene determinante no nulo; el rango es 3.
3. Calcular el rango de la matriz
0o -1 1 1 -2 5 -3 =5 -2 5 =3
4 4 _ _ _
0 —4 0o -1 1 1 45189 0 -1 1
—2 5 —3 =5 | reordenamos 0o 2 0 1 5410 % 9 0 2 0
0o 2 0 1 -4 4 0 —4 0 -6 6
4 -8 4 8 4 -8 4 8 0o 2 -2

matriz en la que las dos tltimas filas son comb. lin. de la 2% y el menor recuadrado tiene
determinante no nulo; el rango es 3.

1 1 0
4. Calcular el rango de la matriz A= | -2 2 3
5 —3 —6

Teniendo marcado un menor de orden 2 no nulo calculamos el determinante:

N 00 — W

6
-2
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1] 1 0
Al =] =2 2 3 1=0, luego: rango(A) = 2
5 =3 —6
3 2 5
. Calcular para los distintos valores de k el rango de la matrizz: M = &k 7 5
2 3—k 1
28 + /282 — 1480
el determinante de la matriz es: |M| = —5k? + 28k — 74; anulando: k = 10
no da solucion real, luego: Vk € R, rango(M) = 3
. Calcular para los distintos valores de k el rango de la matriz:
k3 2 E 3 2
3 2 k | el determinante de la matriz es: | 3 2 k | = 18k — 35 — k?; anulando:
2 k3 2 k 3
-1 0 18 —35
—k3 4+ 18k —35=0 -5 5 =25 35 —k? + 5k — 7 = 0 no tiene raices
-1 5 -7 0
reales
Unica solucion: k = —5
= para k # —5, rango(A) = 3
-5 3 2
= para k = —5, resulta: 3 2 |—=5 | rango(A) =2
2 =5 3
. Calcular para los distintos valores de t el rango de la matriz:
-2 2 =3t
A= 3 0 37
0 —4 2 2
-2 2 |3t
Seleccionamos un menor numérico de orden 2 no nulo: 3 0 37
0 —4 2 2
-2 2 =3
Calculamos los determinantes que resultan de orlarlo: 3 0 3|=0
0 —4 2
w22t t+—17/3 (A) =3
3 0 7|=-12t—68=0;parat=—17/3 bata ) TANBOLA) =
0 —4 9 para t = —17/3, rango(A) = 2



4.12 Calculo practico del rango 69

8. Calcular para los distintos valores de = e y el rango de la matriz:

1 —9 30 podemos prescindir de la dltima colum- ol o 1
0 o | seleccionamos el menor de orden 2 1 @

0 T . ¢ :
) 4 -6 0 ;0 r‘lulcc)1 ql,let mcluye. la 1l y la 5 fila. 5 Y
1 y —3 0 : 01r11e1r1l 0 és a} en tprlmer lugau,rft .acumg_ P
0 0 10 amos los pardmetros en las ultimas fi- 1y 3

las
eliminamos la 3% fila que es igual a la 2% x (—2), los menores de orden 3 que resultan orlando
ese menor de orden 2 de determinante no nulo son:

0 01 0 0 1
-1 -2 3 |; —1 —2 3 | cuyos determinantes igualados a 0: —z =0, —y+2 =0,
0 =z 0 1y =3

para x # 0 o para y # 2 el rango es 3

nos permiten concluir:
para x = 0,y = 2 el rango es 2

Observacion: Hay que distinguir con precision las propiedades semejantes de determinantes y
de rango en las que éste no varia y el determinante si aunque nunca cambia a 0:

Si se intercambian dos filas el determinante cambia de signo;

Si se multiplica una fila por un nimero y se le suma otra multiplicada por otro nimero el
determinante queda multiplicado por el primer ntumero.

Determinante de Van der Monde: se opera con combinaciones lineales de abajo hacia arriba:

1 1 1 1 1 1 1 1 1
a b ¢ |=3"-2"xa=]a b c =2—-1"%xa=]|0 b—a c—a | =
a v o 0 v»—ab & —ac 0 bb—a) c(c—a)
b—a c—a 11
-1 —(p— _ —(h— _ _
bb—a) clc—a) (b—a)(c—a) - (b—a)(c—a)(c—0)
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4.13. Problemas
1. Representar graficamente el vector v = Solucion: H — ( n 0 )
(6,5,4) e o
2. Ver si alguno de los vectores a = 1 3
(-1,-2,1), b= (3,5,1), &= (1,1,3) 7. Calcular triangulando | 1 —2 0
se puede escribir como combinacién lineal 15
de los otros. Solucion: 2
Solucion: @ = f%ng %F 1 2 3 4
3. Resolver el siguiente sistema matricial 8. Calcular triangulando 13 610
1 -9 1 1 4 10 20
2A—B:(1 0 5) 1 5 15 35
Solucion: 1
avme(227)
5 2 4 8 16
. (101 (1201 11 1
SOthlOIl. A= ( 9 13 ) = ( 3 9 1 ) 9 Calcular 2 3 4
4. Calcular A’.B — C*. -4 -2 0 2
Solucion: -120
Siendo A = ((1) (2) (1)), B =
10. Hallar la adjunta de la matriz del problema
1 00
L0 C=10 21 !
4 0 -1 /)"~ -10 =5 9
0 2 2 Solucion: ( -2 =2 2 )
0 3 0 6 3 =5
Solucion: ( 8 —6 —6 )
1 -5 —6 1 220
2 531
1 92 1 11. Calcular 5 8 4 9
5. Dadas las matrices A = 131 ]; 4 14 1 4
002 Solucion: 0
1 01
B=1 2 2 2 |.Hallar la matriz P que l—a 0 2 0
006 12. Resolver 2 0 2-a ¥ =0
verifique P — B?> = A.B 3 1 =2 i)
6 4 18 3 0 0 2—-«
Solucion: 13 10 31 |.
( 0 0 48 ) Solucion: o — 502 +4a+4, a =2 5 :|:2\/1_7
10 1 1 2
6. Sabiend A= lcular H =
abiendo aue < 11 ),ca At 13. Calcular la inversa de 2 0 -1
A4+ A%+ .+ A" -6 -1 0
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—1 -2 -1 1 2
Solucién:( (2) 12 Z) B:(Zl1 (1) g)’c«: 0 —1
I 2 3
1 0 —1 y L 14 —44
14. Dada la matriz A: | 0 = 3 | averi- Solucién: X = 7 ( 21 78 )
4 1 —=x .
guar para qué valores del parametro x, la 19. Resolver A - B = C siendo:
matriz A no tiene inversa. Calcular la in- 210 2 00
versa de A cuando x = 2. A=1011]), C=[0 =21
. . 100 0O 10
Solucion: no hay inversa para x = 1,3,
7 _1 9 0 1 0
12 9 _3 Solucion: 2 =2 0
8 —1 9 —2 0 1
15. Resolver la ecuacion de matrices A.X = B,  20- Calcular el rango de la matriz
2 1 -1 —
siendoAz( 3),B:<3 ), 1 -3 3
1 2 2 =5 2 —2 -1
1 1 -1
Solucion: X = < 0 17 )
=1 Solucion: 3
16. Resolver la ecuaciéon matricial o 91. Caleular el rango de la matriz
M.X+N:P,siendoM:(_3 _1), 12 11
-6 2 —4 4
N = L2 P = 13 -2 3 -1 2
3 4 ) 2 1)
! . Solucion: 3
Solucion: X = % ( 8 _8 )
22. Calcular el rango de la matriz
17. Resolver el sistema matricial 1 1 2 1
AX -2Y =8B 6 2 0 —6
-X+CY =3I 5 -3 -2 5
-1 1 2 Solucion: 2
siendo:Az( 0 _(1)),B:<3 4), oreon
4 3 23. Calcular para los distintos valores de a el
C= ( 9 1 )7 I' = identidad rango de la matriz
Solucion: 9 a —1
(T2 32 5/4 —1/4 da -2 a-—1
B 2/3 —11/3 )’ \ —-11/6 —1/6 5 2a—1 =3
Solucion: a # —1,35/9, ran : 3, otro caso ran : 2
18. Resolver la ecuaciéon de matrices 315 —
24. Calcular para los distintos valores de t el

AX = BC + X, siendo A = (

3 1
5 2 )

rango de la matriz
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1 2 3 t 1 10
2 46 8 0 t 1
3 6 9 12 1 (141t ¢t
Solucién: t # 4, ran : 2, otro caso ran : 1 Solucion: [A] =2 —¢, t #0,1, ran : 3; £ = 0, ran
25. Calcular para los distintos valores de a el r2;t=1ran:2
rango de la matriz ) )
28. Definir la caracteristica o rango de una ma-
1 -3 —4 . .
triz. Calcular el rango de la matriz
a 5 —a
15 5a —30 222 4
Solucion: |A| = —a® — 3a+ 10, a # 2, -5, ran : 3; 46 8 10
o ran: 9 g— —F ram - 123 3
a=2,ran: 2;a= —5, ran : 2
34 5 7
26. Calcular para los distintos valores de a el iy
Solucion: 2
rango de la matriz
-1 1 —a 29. Calcular para los distintos valores de t el
a —3 4 rango de la matriz
a -1 1 123 ¢
Solucion: |A| = 2a%? —3a+1, a # 1,1/2, ran : 3; 2 4 6 8§
a=1,ran:2;a=1/2 ran: 2 36 9 13
27. Calcular para los distintos valores de t el Solucioén: 2% col = 1% x 2, 3 col = 1% x 3, V¢ rango

rango de la matriz

2



Capitulo 5

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

5.1. Sistemas de ecuaciones lineales

Se llama sistema de m ecuaciones lineales con n incoégnitas a un conjunto de expresiones de la

forma:

a11T1 + apxs + ...+ a1y, =
211 + 299 + ...+ AonTy = Co

Am121 + Qa2 + .. . + AT = Cmyy
donde las ”x” son las incognitas, y tanto los coeficientes ”a” como los términos independientes

”¢” son numeros reales.

nota: Cuando las incognitas no tienen exponente (o sea tienen exponente 1) se dice que es

ecuacion lineal.

Consideraremos las matrices: matriz de coeficientes matriz ampliada
aiy aigy ... QA1n a1 a1 ... Q1ny C1
M= Qo1 A22 ... QAgp . A= Q21 A22 ... QAgp Cg
Am1 Am2 .. Amp Am1 Am2 .. Ompn Cm
Se llama solucion del sistema a todo vector (s1, s, ..., S,) que satisfaga las ecuaciones es decir

que al sustituir en el sistema se verifican las igualdades:

Clasificaciéon de sistemas por la solucién: Resultan las siguientes posibilidades al resolver

un sistemas:

= Sistema compatible determinado, es decir, con solucién tnica.
= Sistema compatible indeterminado, es decir, con infinitas soluciones.

= Sistema incompatible, es decir, no tiene solucion.

73
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5.2. Sistemas equivalentes. Método de Gauss de resoluciéon
de sistemas

Dos sistemas son equivalentes si toda solucion del primero lo es del segundo y viceversa.

Teniendo en cuenta que al multiplicar los dos miembros de una igualdad por un ntmero la
igualdad subsiste, y de que si se suman varias igualdades resulta otra igualdad. Se tienen las
siguientes reglas que permiten pasar de un sistema a otro equivalente més sencillo:

Se pueden intercambiar dos ecuaciones.

Se puede multiplicar (dividir) una ecuacién por un nimero distinto de cero.

A una ecuacion se le puede sumar (restar) otra.

Si hay dos ecuaciones iguales o proporcionales se puede eliminar una.

Se puede despejar una incognita en una ecuacion y sustituir el resultado en las demés.

Es equivalente trabajar con las ecuaciones del sistema que trabajar con las filas de la matriz
ampliada.

El método de Gauss consiste en triangular la matriz asociada. De esta manera queda un
sistema equivalente de cuya tltima ecuacion se puede despejar una incéognita y luego ir sustituyendo
los valores de las incégnitas de abajo arriba. Es un procedimiento particular de reduccion.

Ejemplo Resolver por el método de Gauss
(

r—2y=-> 1 -2 0 =5
2u+42=7 o 2 4 7
r+y—4z = —8 la matriz asociada es 1 1 -4 =8
Jy —4z = -3 0 3 -4 -3

| —r—y+42=28 -1 -1 4 8

se observa que la quinta fila es la 3% x (—1), la eliminamos
1 -2 0 =5 " u 1 -2 0 =5
0 2 4 7 |[Fd AR (O O R o
1 1 —4 —g8 L —0 :5 =| g 3 _4 _g | suprimimos
0 3 -4 =3 0 3 —4 -3
la dltima fila,

1 -2 0 =5 3% x 24 2% x (—3) 1 -2 0 -5
0o 2 4 7 0 6 -8 —6,=110 2 4 7
0 3 —4 -3 0 -6 —12 =21 0 0 —20 =27

una vez triangulada volvemos a sistema
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T —2y=-5
2y + 4z =7 resulta despejando y sustituyendo de abajo hacia arriba
—20z = =27
27
z2=—
20

sustituyendo en la segunda:
T—4z  T-43 4

y 2 2 5

sustituyendo en la primera:

4 17
T=—542y= 542 = —

5.3. Sistemas de Cramer

Un sistema se dice que es del tipo Cramer si tiene igual niimero de ecuaciones que de incognitas,
y ademas el determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero.

Un sistema de Cramer tiene solucién y es tnica.

Qemostracién:
a1121 + a12T9 4+ ...+ ATy = C1
a91T1 + 999 4+ ...+ Ao Ly = Co

[ Gn11 + ApaZo + ...+ Appxy, = Cp
El sistema matricialmente se puede escribir :

apr ayg ... Q1ny T C1
21 @29 ... Q2 i) (&) .

"ol = es decir M.X =C
aAp1 Ap2 ... (077 Iy, Cp,

Como | M| # 0 M tiene inversa y resolviendo la ecuacién matricial resulta X = M~1.C.

Y ademés cada incognita es igual al determinante formado sustituyendo en el de la matriz
de coeficientes su columna por la de términos independientes, partido por el determinante de la
matriz de coeficientes.

Ejemplo Resolver el sistema
dr +dy+32=—4
dr+y+42=0
4o + 3y + 32 = -5

|M| = =8

=
W = Ut
W = W
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-4 5 3 4 -4 3 4 5 —4
01 4 4 0 4 41 0
-5 3 3 —49 4 -5 3 1 4 3 -5

5.4. Teorema de Rouché-Frobenius

Resuelve el estudio de la resoluciéon de un sistema general de ecuaciones lineales.
111 + a9 + ... + a1y, = Cp

) ) .. Ao1T1 + A22To + ... + Aop Ty, = Co
Dado un sistema de m ecuaciones y n incégnitas

Am1T1 + Qa2 + ... + Gy Ty = Cyy
Sea M la matriz de coeficientes y sea A la matriz ampliada, n es el nimero de incognitas.
1%) La condicién necesaria y suficiente para que tenga solucién (sea compatible) es que:

rango(M) = rango(A)
Supuesto que este rango es r:

2Y%) Si 7 = n, ntmero de incognitas, el sistema tiene solucién tnica, compatible determinado.

3%) Si 7 < n, nimero de incognitas, el sistema tiene infinitas soluciones, compatible indetermi-
nado.

Demostracion
Veamos que existe solucion si y solo si ran(M) = ran(A)

I) Partimos de que el sistema tiene solucion.
Podemos expresar matricialmente el sistema

a1y a12 P A1p C1

21 929 e Q9 Cy
X1 + X2 + + " Ly =

A1 A2 e Qmn Cm

Si existe solucion sq, so, ...s,, sustituyendo las incognitas por las soluciones en la igualdad an-
terior, queda expresada la columna de términos independientes en la matriz ampliada como com-
binacion lineal de las otras luego, en consecuencia ran(M) = ran(A).

IT) Partimos ahora de que ran(M) = ran(A) = r, sin restar generalidad podemos suponer que
el menor de orden r no nulo que da el rango incluye las r primeras ecuaciones y las r primeras

incognitas
all e al e al Cl . .
TI " esto quiere decir que las m — r filas restantes de
la matriz A son combinacion lineal de las otras,
Ar1 Tt a'rr| Tt (0799 Cr

luego las podemos eliminar, por tanto el sistema

es equivalente a:
m1  Am2 Tttt Gmp Gy
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1171 + .+ AT+ Q1 Trgr + o Q1T = G

Ar1®1 + - oo+ Qe Ty + Qpp 1Tl + - -0+ QT = Gy
y pasando al segundo miembro los sumandos correspondientes a las incognitas x, 1, 12, ..., Tp,

queda:
1171 + ... + ATy = C1 = Q41 Tp41 — - — A1pTp

A1+ oo+ Ty = Cp — Qppy1Tpg1] — - - — ATy
que es un sistema tipo Cramer y por tanto tiene solucion, presentdndose dos casos:
a) Si r = n, el segundo miembro de las ecuaciones se reduce a los términos independientes ¢; y
el sistema tiene solucién unica.
b) Si r < n, las incognitas 1, xs, . . ., T, quedan en funciéon de las restantes x, .1, ..., z,, que se
pueden considerar como pardmetros y dandoles valores arbitrarios se obtienen infinitas soluciones.

Resumiendo: Discusiéon de un sistema por el teorema de Rouché

ran(M) # ran(A) sist. INCOMPATIBLE
r = n® incoégnitas DETERMINADO

M) = ran(A) = r sist. COMPATIBLE
ran(M) = ran(A) = r sis r < n® incognitas INDETERMINADO

Ejemplos de sistemas sin parametros

1. Estudiar y resolver si es posible el sistema

( 4z + 5y + 32 = —4
dr+y+42=0
4r + 3y + 3z = —5 formamos la matriz:
dr —3y+ 5z =4
[ 2y +2z2=05
45 3] —4 4 5 3 —4
4 14 0 20—-12]10 -4 1 4| )
4 33 -5 |30-19]0 -20 -1 eliminamos la 4
1 35 4| a-1|o 52 s |0
0 =21 5 0 -2 1 5
R A 4 5 3 —4
0 -4 1 4] 3(=2)+2* [ 0 =4 1 4 | eliminamos la 4° 0 41| 4
0 -2 0 -1 4%(—2) 4 2¢ 0 0 1 6 [fila 0 01 6
0 -2 1 5 0 0 -1 —6

luego Rango(M) = Rango(A) = 3 = n® incognitas, sistema compatible determinado
4o + 5y + 3z = —4
Para resolverlo queda el sistema equivalente: —4y + z =4 que resuelto sustituyen-
z2=06
do o por Cramer da: z = —49/8;y = 1/2;2 =6
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2. Estudiar y resolver si es posible el sistema

r+y—z+t=4 1 1 -1 1 4 20410 (—2)
20 —y+ 32+ 2t = -1 2 -1 3 2 -1 g0 4 qa. 4
—4dx +5y — 11z —4t =11 -4 5 —11 —4] 11

1 1 -1 1 4 1 1 =1 1 4\ eliminamos la
0 -3 50 =9 |3*+2¢-3( 0 -3 5 0 —9 | ultima ecuacion,
0 9 —-15 0 27 0 0 00 0/ quedarango =2

ran(M) = 2 = ran(A4) < 4 = n° incognitas: sistema compatible indeterminado.

. . . . . . =4 —t
Dejando z e y en el primer miembro y considerando la tltima matriz resulta: { Tty tz

—3y=-9-5z
‘4+z—t 1‘
—9—-52 -3 —-3+2 t
aplicando Cramer a z, la y es directamente y = 0 252; T = 5 = 3t ; 3
3. Estudiar y resolver si es posible el sistema
2r—y=1 2 -1 1
r+3y=-2 1 3 -2
dr —4dy =7 5 —4| 7
2 -1 1
es inmediato que ran(M) = 2, veamos la ampliada | 1 3 —2 | =24#0
5 —4 7

ran(M) = 2 # 3 = ran(A), sistema incompatible.

Ejemplos de sistemas con parametros

1. Discutir segin los valores de k el sistema, y resolver en caso de indeterminacion:

20 —y—3z2=1
x—2y—kz=-1
T+y+22=2

El sistema es "horizontal", formamos el ma-

2 1 -3 1
Matriz asociada: | 1 —2 —k| —1
1 1 2 2

yor determinante posible con la matriz de
coeficientes y hallaremos los valores de k que

lo anulan:
2 -1 -3
IM|=1]1 -2 —k |=3k—15 Se anula para k =5
1 1 2

» Para k # 5 ran(M) = 3 = ran(A), compatible determinado.

Estudiamos para k = 5, ya es una matriz numérica, resulta:
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2 -1 -3 1
A=|1 -2 -5 -1

11 2/ 2
Formamos un menor de orden 3 de A, orlando uno de orden 2 no nulo:
2 -1 1
1 —2| —1 | =0,no hay mas posibilidades por tanto el rango de A es dos:
1 1 2

s Para k=5 ran(M) = 2 = ran(A), compatible indeterminado.

2w —y=1+3z resolviendo por Cramer, 2 1 =-3
r—2y=—-1+5z2 1 -2
1432z -1 2 143z
~1+52z =2 L2 I —1452 ,_T#
o -3 I A
r=1+2%
la solucién es ¢ y=1— 7—32
z€R
2. Discutir segun los valores de « el sistema:
ar+y+z=1 a 1 1] 1
rT+ay+z=a« Matriz asociada: | 1 o 1] «
r+y+az=a? 1 1 o o
a 1 1
1 a 1|=a-3a+2,resolviendo o —3a+2 = 0, por Ruffini da o = 1 doble ,a = —2
1 1 «

» Para a # 1, 0 a # —2, ran(M) = 3 = ran(A), compatible determinado.

» Para o = 1 matriz toda de unos, ran(M) = 1 = ran(A), compatible indeterminado,
soluciones dependientes de 2 pardmetros: z =1 —y — z.
-2 1 1] 1
Estudiemos para @ = —2, queda la matriz ampliada: 1 -2 1] -2
1 1 -2 4

—2 1 1
ran(M) = 2, el menor de la ampliada | 1 —2 —2 | # 0 Por tanto: ran(A) = 3 por
1 1 4

tanto:
s Para a = —2, ran(M) = 2 < 3 = ran(A), sistema incompatible.
r+y+z=1

3. Discutir segun los valores de k: ¢ x+y+kz =k
r+y+kz=4k



80

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

como |M| = 0 para todo k estudiamos el determinante:

1 1 1
1 k k|=k®k —k*—k+1) resulta por Ruffini que se anula para k = 0, k = 1 doble,
1 k K

y k = —1. Entonces:

Para k # 0,1, —1 incompatible.

1 11
Para k = 0 queda la matriz ampliada: | 1 0 0 | ran(M) =2 =ran(A) < 3 compatible
1 0 0
indeterminado.
1
Para k = 1 queda la matriz ampliada: [ 1 1 1 1 | ran(M)=1=ran(A) < 3 compatible
1
indeterminado.
11 1 1
Para k = —1 queda la matriz ampliada: [ 1 1 —1 —1 | ran(M) = 2 = ran(4) < 3
11 -1 -1

compatible indeterminado.

. Discutir segun los valores de o y 3, resolviéndolo cuando sea posible

ar +2y=1 a 2| 1
x4+ 2y =3 1 2] 3
—x 43y =2 —1 3| 2
2v+ By =10 2 60

El sistema es "vertical", formamos los mayores determinantes posibles con la matriz ampliada
y hallamos los valores de o y 8 que los anulan:

a 2 1
1 2 3|=-ba—5,a=-1
-1 3 2

Para a # —1,Vf3, ran(M) = 2 < 3 = ran(A), incompatible

Para a = -1

1 2 3
1 3 2|=-58-10:8= -2
2 80
Luego si a = —1, 5 # —2, ran(M) = 2 < 3 = ran(A), incompatible

0

para a = —1y = —2, se tiene: ran(M) = 2 = ran(A) = n" incognitas, sistema compatible

determinado.

Eliminamos las dos tltimas ecuaciones y queda el sistema:
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— 2y =1
{ Ty resolvemos por Cramer y resulta x = 1,y = 1

r+2y=3

Conclusién: Para resolver un sistema numérico se triangula hasta donde se vea conveniente y
se aplica Cramer.

Para discutir un sistema con parametros se hace el determinante mas grande posible, si es
bastante con la matriz de coeficientes, en otro caso con la matriz ampliada.

5.5. Sistemas homogéneos

Un sistema de ecuaciones lineales es homogéneo cuando todos los términos independientes son
Ceros:
aj1xry + a1 + ...+ appTy, = 0
a21T1 + A22%2 + ... + A2nTy = 0

Am11 + Qoo + ... + Ay, = 0

Por el teorema de Rouché necesariamente ran(M) = ran(A) = r, luego siempre tiene solucion.

Si r = n° incognitas existe solucién tnica, la trivial 71 =z9 = ... =2, =0

Si r < n® incognitas, existen infinitas soluciones, dependientes de n — r parametros.

r+y—2=0
Ejemplo Resolver segtun los valores de o ¢ ax+3y+2=0
dr+by—2=0
11 -1
Como [M|=|a 3 1 |=—-4a+ 8 =0 se anula para o = 2
4 5 -1

0

para a # 2, ran(M) = 3 = n” incégnitas, solucion trivial t =y =2 =0
2

para o = 2, ran(M) = 2 < n° incognitas, eliminamos la tltima ecuacién y pasamos la z al otro

miembro: { rHy=2 resolviendo por Cramer
20+ 3y = —=
z 1 1 z
‘ —z 3 ‘ ‘ 2 —z
r = 1 =4z, Y= 1 = -3z

CONTINUACION DE ESPACIOS VECTORIALES
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5.6. Independencia lineal, base.
= Para ver cuantos vectores de un conjunto son linealmente independientes basta hallar el
rango de la matriz formada por ellos.
» Tres vectores del espacio vectorial R® forman base sii su determinante no es cero.
= Cuando se escribe un vector como c.l. de los vectores de una base, a los coeficientes de la c.l.
se les llama coordenadas de ese vector en esa base.
Ejemplos
1. &1 = (1,0),é = (0, 1) es la base natural o canénica de R?, y por ejemplo el vector v = (3, —2)
de R? se puede escribir 7 = 3¢, — 26,
71 = (1,0,0),& = (0,1,0), = (0,0,1) es la base canénica de R3.
2. Demostrar que los vectores (3,2,1),(0,2,4),(3,7,1) forman base.
3. Comprobar si el vector (1,2, 3) se pueden escribir como combinacion lineal de los vectores
a=(4,5,6),b=(7,8,9)
12 3
Como @ y b son Li. hacemos | 4 5 6 | = 0 que expresa que el primer vector es c.l. de los
789
dos ultimos.
Nota: Obsérvese que nos han dicho comprobar, no escribir como c.1.
4. Sabiendo que el vector 7@ = (1,2,3) es combinacién lineal de los vectores @ = (4,5,6),b =
(7,8,9), escribir ¥ como combinacion lineal de @ y b
1=4x+ Ty
v=zd+yb; (1,2,3)=2x(4,5,6)+y(7,8,9), separando coordenadas { 2 = 5x + 8y
3=06zx+9y
1 4 7
Como | 2 5 8 | =0, el sistema es equivalente a: de+Ty=1 r=2y=-—1.
5 + 8y = 2
3 69
Por tanto ¢ como combinacion lineal de @ y besT=2i—b
5. Escribir el vector (3,5,2) como combinacion lineal de los vectores de la base formada por

(1,2,5),(6,2,1),(3,1,2)
Ponemos nombre a los vectores:
7=(3,5,2), base: @ = (1,2,5),b = (6,2,1),¢= (3,1,2)

Planteamos la c.l.: v = xad + yg+ zC
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Entonces separando coordenadas resulta el sistema:
T+ 6y+32=23
20 +2y+2=5
Sr+y+2z=2
que resuelto da las soluciones: x = 12/5,y = 52/15,z = —101/15
12, 52~ 101

la combinacion lineal es: U = Ea + —b— —-c

15 15

6. Si los vectores i, U, W de R? forman base json los vectores @+ 10, W — 20, %+ 7 — @ linealmente
independientes?

A partir de las coordenadas de los nuevos vectores en la base dada hacemos el determinante

1 0 1
0 —2 1|0 luego son l.i.
1 1 -1

7. Dados los vectores (2,1,3), (5,2, —1) completar una base de R3

10 0
El determinante | 2 1 3 | # 0 por tanto el vector (1,0, 0) sirve para completar la base.
5 2 —1

8. Dados los vectores @ = (2,k,1),b = (4,3, —5),¢= (k, —2,3)
[) Determinar para que valores de k forman base.
IT) Decir cuando el vector v = (5,0, —1) se puede escribir como combinacién lineal de ellos.

IIT) Para k = 0, escribir, si es posible, el vector # = (5,0, —1) como combinacion lineal de

ellos.
IV) Para k = —1, escribir, si es posible, el vector v = (5,0, —1) como combinacion lineal de
ellos.
2 k 1
I) El determinante | 4 3 —5 | = —5k* — 15k — 10, que se anula para k = —2,k = —1
E -2 3

Por tanto los vectores da, 5, ¢ forman base para k # —2,k # —1
I1) Planteamos la c.l.: ¥ = 2@ + yb + 2¢

Entonces separando coordenadas resulta el sistema:

2v+4y+kz=5
kxr + 3y — 2z =0 la matriz de coeficientes es la traspuesta de la del apartado anterior
r—>5y+3z=—1

por tanto con igual determinante:
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2 4 kK
k3 —2|=—-5k>—15k—10
1 =5 3

Para k # —2,k # —1, rango(M)= 3=rango(A), sistema compatible determinado, por tanto
se puede escribir la combinaciéon lineal de manera tnica para cada valor de K

2 4 -2 5
Para k = —2 queda la matriz ampliada: | —2 3 —2 0 | incluye el determinante:
1 -5 3 -1

2 4 5
—2 3 0 |=21,luego rango(M)= 2 < 3 = rango(A) , el sistema es incompatible, luego
1 =5 -1

no se puede escribir ¥ como combinacién lineal de @, b, ¢

2 4 -1 5
Para k = —1 queda la matriz ampliada: -1 3 =2 0 | el determinante:
1 -5 3 -1

2 4 5
-1 3 0| =0, luego rango(M)= 2 = rango(A) , el sistema es compatible indeter-

1 =5 -1
minado, luego se puede escribir ¥ como combinaciéon lineal de @, E,E' de infinitas maneras

dependientes de un pardmetro.

IIT) Para k = 0, separando coordenadas resulta el sistema:

20 +4y =5
3y —2z=0 del que sabemos que es compatible determinado, resolviendo por Cra-
T —5y+3z=-1
e 3 T . _ 21
mer resulta: ¥ = —5,y =£,2 = 35
3 7~ 21
da: v = ——d+ -b+ —¢
Queda: v 10a+5 +1OC
IV) Para k = —1, separando coordenadas resulta el sistema:

20 +4y—2=5
—x + 3y — 2z =0 del que sabemos que es compatible indeterminado, resolviendo resulta

T —5y+3z=-1

— t—3 _ t41 —
x__77y_772_t
t—3 t+1-

i+ i teR

da: 7 = —
Queda: v 5 5
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5.7. Problemas

1. Resolver por el método de Gauss
3r —3y+4z= -3
20 —y+z=—4
r+y+2z=—-4
Solucion: © = —5/2,y=1/2,2=3/2

2. Resolver por el método de Gauss
v —4dy+z2—4t=—-4
—x—y+2z—3t=—-4
Tr — Ty — bt =—4

Solucion: y = 16=130ET2 g — 12280472 5 4 c R

3. Resolver por Cramer

—5r —3y+z2=0
20+ 3y —4z =4
3r—4z = -3

Solucion: = —25/21,y = 122/63,2 = —1/7

4. Resolver
—x+4y+42=3
6r —y=—4
—br —3y—4z=1
y+2=0
Solucion: ¢ = -3,y = —14,z = 14

5. Estudiar el sistema de ecuaciones lineales
que tiene de matriz ampliada.

-2 =2 3 1
-2 -6 7 5
2 =21 3
2 6 -7 =5
1 -2 5 3

Solucion: @ =4/7,y=—6/7,2=1/7

—r+3y —2z=-19
6. Resolver ¢ —4x +y+ 52 =—4
3r+3y+22=9

Solucion: 4, —3,3

10.

11.

12.

dr + 5y + 5z =21
. Resolver ¢ 3x —y+22=38

or +4y — 2 =29
Solucion: 4,2, —1

—6x —d5y+92=9
. Resolver ¢ —47x — 39y + 582z = 62

dr+4y+52=1

Solucion: x =41 — 61z, y="75z—51

204+ 9y — 32 = -9
. Resolver ¢ —16x — 78y + 26z = 42

—r —6y+2z=-3

z+15
3

Soluciéon: x = =27, y =

Resolver
20 +3y —2=10
20 =3y +42=3
or — 4z =2
rT—y=3

Solucion: incompatible

Dados los puntos (-1,4), (1,-2) y (5,3). Ha-
llar La parabola que pasa por los tres pun-
tos.

Ao 17,2« 7
Solucion: y = 572° — 32 + 55

Dado el sistema de ecuaciones lineales
r+y=1
ty+2=0 ;
r+(1+t)y+tz=t+1

determinar t, de modo que:

a) el sistema tenga soluciéon tnica

b) el sistema tenga infinitas soluciones

c) el sistema no tenga solucion

Solucién: |M| = t?> —t, a) t # 0,1 , compatible
det;, b) t = 0, indet, 1 param © = 1 — y,z = 0;

t = 1 incomp.
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13. Discutir el sistema de ecuaciones para los TH+y+z=2
distintos valores de t r+2y—32=28
20+ 3y —4z=1 ar —y—z=1
4o + 6y —tz = 2 rT—y+z=-2
r+y+tz=10 Solucion: |A| = 16 — 8a,a # 2 inc; a = 2, comp.
Solucién: t # 8 , comp. det; t = 8 , comp. indet det. z =1,y =2,2=—1
14. Discutir el sistema de ecuaciones para los 19 Calcular a para que sea compatible el sis-
distintos valores de a tema y resolverlo
x+ay+z:a;2 1 % — 3y + 2 =0
r+y+az=-2a+1) T —ay—32=0
ar+y+z=a Bz 42y —2 =0
Solucion: a # 1,—2 , comp. det, a = 1 , incomp., » \ -
4 = —2 comp. indet Solucion: a = —=8,x = {5,y = 15,2 = L, A € R ;
si a # —8 solucion trivial
15. Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de k y resolverlo cuando 20. Averiguar para qué valores de m el sistema
sea posible. r+my =20 . . .
P { 22/ admite soluciones distin-
x—3y+5z=2 r+my=0
% — Ay + 22 =1 tas de la trivial.
bx —1ly+9z =k Solucién: |[M| = m? — m; m # 0,1 sol trivial;
Solucion: k # 4 , incomp., £ = 4 , comp. indet m = 0,1, un parametro
L Ea
2 7 2 21. Calcular a para que sea compatible el sis-
16. Discutir el sistema de ecuaciones para los tema y resolverlo
distintos valores de m 4z + 2y — 4z = —2
r—2y+z2=0 —2r —y—32z=-3
z—3z=38 —5x — 5z = —4
y—2z=4 r+2y=1
20 —my =1
5 o o ‘ Solucion: |A| = —a — 6,0 = —6,a # —6 inc; a =
Solucion: |A| = 12m — 36, m # 3 incomp., m = 3 —6, comp. det. 7 = —1/15,y = 8/15, = 13/15
incomp., en resumen Vm resulta incompatible
. 22. Discutir segtn los valores de k, resolviendo
17. Resolver el sistema gu v L ’ v
en caso de indeterminacion
T+ 21’2 =3
211 — 19 =1  para los valores de k r+y+kz=1
4£B1—|—3$2:k’ y+kZ:k3
que lo hagan compatible. y+hkz=k
Solucion: k = 7.2y — 1,29 — 1 Solucion: excepcion a mayor det de mat coef, se
usa ampliada, k¥ = 0 : * = 1,y = 0,z € R;
18. Calcular a para que sea compatible el sis- k=1:y=1-22=0,2€ R k=—-1:2=

tema y resolverlo

2,y=z—1,z€ R
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

Calcular a para que sea compatible el sis-
tema y resolverlo

ar +1ly+72 =5
3r+2y+2=0
y+22=3

Sr +Ty+112 =13

Solucion: |A| = 78 —6t,a = 13,a # 13 inc; a = 13,
comp. det. [x=—-1,y=1,2=1

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a

r+y—62=0

r—2y+62=0

3r—y+az=0

Solucién: a = —2

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a.
4d—a)xr+2y+2=0
2+ (4—a)y+22=0
20 +4y+(8—a)z=0

Solucién: a =4, 6+ 32

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a

ar+y+z=1
rt+ay+z=a
r+y+az=d?

Solucién: a = —2  inc,a = lci, resto cd

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a

T —3y+52=2

20 —4y+2z2=1

or+1ly+9z=a

Soluciéon: Va comp det

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a, resolverlo cuando sea
posible.

29.

30.

31.

32.

33.

87
2r+y+z=a
rT+2y+z=a
rT+y+2z=a

Solucion: siempre ed, x =y = 2z = a/4

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a y resolverlo.

dr +2y =a

rT+y—z2=2

ar+y+z=1

Soluciéon: a =3 c¢i = = —% —zy = % +2z,a #

3 cd r=-1ly=2+35,2=-1+35

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a

dr +2y =a

rT+y—z2=2

ar+y+z=0
inc,a #3 cd

Solucién: a = 3

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a

ar +y—z2=238
r+y+z2=0
2r+z2=a

Solucion: a = =3 inc,a # —3 cd

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a

r+y+z=1
y+az=1
T+2y=a
Solucion: a = =1 inc,a# —1 «cd

Discutir el sistema de ecuaciones para los
distintos valores de a

r—y—z=a

rT—y+2z=1

2v+y+az=0

Solucién: siempre cd
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34. Discutir el sistema de ecuaciones para los el precio del kilo de bombones es de 40 eu-
distintos valores de a ros y que el importe total de los bombones
dr 4+ 2y =a envasados asciende a 1250 euros, jcuantas
r+y—z=>2 cajas se han envasado de cada tipo?
ar +y+2=0 Solucion: 25, 20, 15
Soluciéon: a =3 inc,a #3 cd
) ) ) ) 37. Encontrar tres nimeros A, B y C, tales que
35. Discutir el sistema de ecuaciones para los .
o su suma sea 210, la mitad de la suma del
distintos valores de a y resolverlo . e )
primero y del ultimo mas la cuarta parte
2v—y=4 del otro sea 95 y la media de los dos lti-
—T+y/2 =2 mos sea 80.
T+ay =2
Solucién: 50, 40, 120
Soluciéon: a = f% ciyy = 2x — 4;a #
-3 ¢ do=2y=0 38. Dados los vectores @ = (2,0,1), b =
36. En una compania envasan los bombones en (3,1,2), ¢=(-1,-3,1). Comprobar que

cajas de 250 gr, 500 gr y 1 kg. Cierto dia
se envasaron 60 cajas en total, habiendo 5
cajas mas de tamano pequeno (250 gr) que
de tamano mediano (500 gr). Sabiendo que

forman base, y en ese caso hallar las coor-
denadas del vector v = (—6, —6,—3) en la
base formada por ellos.

(2,-3,1)



Capitulo 6

ESPACIOS AFIN Y EUCLIDEO

6.1. Espacio afin

Consideremos el espacio dotado de un sistema de coordenadas OXY Z.

Dado un par de puntos A(z1, 41, 21), B(xa, Y2, 22) queda determinado un vector de R3,:

AB = (o — x1,Y2 — Y1, 22 — 21), es decir las coordenadas del vector son las coordenadas del

punto extremo menos las coordenadas del punto origen.

En particular dado un punto P(xq, 3o, 20), se llama vector de posicion del punto P al vector
OP = (xg, Yo, 20), se representa por la misma letra del punto mintscula p.

Se llama espacio afin real tridimensional al espacio ordinario asociado al espacio vectorial R?
mediante la aplicaciéon que a cada par de puntos A, B le asocia el vector AB.

6.2. Sistema de referencia

Se llama sistema de referencia del espacio afin a una cuaterna (O, iy, Uz, U3) en la que O es un
punto al que se llama origen y {1, i, U3} es base del espacio vectorial R>.

89
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Asi el sistema de referencia asociado a los ejes de coordenadas es

Eal

(O, €y, €, ¢3), siendo {€, €3, €3} la base canénica de R,
€ = (1’ 0, 0)? €y = (O> 1, O)> €3 = (O> 0, 1)-

Dado un punto del espacio P(xg, 4o, 20), su vector de posicion es
OP = $0€1 + yoé’g + 2053.

Los vectores de la base canodnica se suelen representar también res-

- - =

pectivamente por i, j, k

6.3. Subespacio afin

Dados un punto P y un subespacio vectorial V de R?, se lla-
ma subespacio afin determinado por el punto P y la variedad
direccion V', al conjunto de puntos X dados por:
T=p+v,conveV.

Si V = {0} el subespacio afin se reduce al punto P

Si V' esta generada por 1 vector, el subespacio afin es una recta
Si V esta generada por 2 vectores, el subespacio afin es un plano X
Si V esta generada por 3 vectores, el subespacio afin es todo el

espacio

Ejemplo Hallar £ de manera que el punto de A(5, 3, k) pertenezca al subespacio afin determinado
por el puntoP(1,2,—1) y la variedad direccién generada por los vectores @ = (3,—1,0) y ¢ =
(2,0,1)

OA = OP + \i + uv

(5,3,k) = (1,2, —1) + A(3,=1,0) + u(2,0,1); (5,3,k) —(1,2,—1) = A(3,—1,0) + u(2,0,1)
5—1 u; ©n 4 3 2 5

por tanto el determinante | 3 —2 wuy vy | = 0; 1 -1 0|=2k—-5=0; k= 3
k+1 ug vs k+1 0 1

6.4. Producto escalar

Dados dos vectores @ = (a1, az, ag),g = (b1, by, b3) de R3, definimos producto escalar de esos
dos vectores a.b = a1by + asbs + asbs, el resultado es pues un niimero
Propiedades:
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4) 0
5) =0<=ad=0. para @,b,c€ R}, a€R
R3? espacio vectorial con el producto escalar asi definido se llama espacio vectorial euclideo.

2 9
ISTERST
AV

Dado un vector @ = (a1, as,a3) € R3, modulo de @ es la rafz cua-
drada del producto escalar por si mismo:

|d| = Vad.d = Va2 = +\/a} + a3 + a3, es la longitud del vector.

Un vector se dice unitario cuando su moédulo es 1
Propiedades:

1) |a] = 0

Nla=0<=a=0

3) |ad| = |a|.Jd|, Vie R*,a€R

Angulo de dos vectores Dados @,b dos vectores de R? no nulos se llama angulo de esos dos
vectores al angulo ¢ formado por dos semirrectas que los contienen, se verifica:

U
Sy

cos ¢ =

|al|b]

Ejemplo Hallar el angulo que forman los vectores @ = (2,3,5); v = (5, —6,+1)

10—18+5 -3
= = —00618; ang(i,7) = 93'49"
V3R-V62 | /2356 9(@,9)

—

cos(u, V)

Consecuencias
1. Definicién clasica de producto escalar @.b = |a|.|b|. cos ¢
2. Dos vectores son ortogonales (perpendiculares) si y solo si su producto escalar es 0.
. —2 1\ 2
3. Se verifica ¥~ = (\x\)

4. Dados dos vectores a, b:

Como |l;| cos ¢ es la proyeccién OC' del vector b sobre la direccion
del @ podemos decir que el producto escalar de dos vectores es igual

al modulo de uno de ellos multiplicado por la proyeccién del otro
sobre él.

5. Base ortonormal es toda base formada por vectores unitarios ortogonales.
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6. Dado un vector v, si lo dividimos por su médulo obtenemos un vector unitario de igual

direccion y sentido: %

7. Se cumplen las siguientes desigualdades: dados dos vectores a, b de R®

b| < |d||b| desigualdad de Schwarz

)
+ b < |@| + |b] desigualdad de Minkowski

1) |a.
2) |d

Demostracion vista en el curso pasado.

Ejemplo Dados dos vectores Z, i/ tales que sus moédulos valen 3 y forman un dngulo de 30°, hallar

@.bsiendo @=37—2§, b=5%+37.
@b = (3% — 2) (5% + 3i]) = 1632 — 6if° — Z.if = 15|@|> — 67> — |Z|.|§7] cos 30° =

9v3

15-9—6-9—9.cos30° =81 — 5

6.5. Producto vectorial

Dados dos vectores @ = (aq, as, as), b= (b1, b, b3) de R3, definimos producto vectorial de esos

dos vectores:
. gk anb
anb= ay az das

S

by by bs
el producto vectorial es un vector ortogonal a los vectores @ y

b y sentido dado por la regla del tornillo, que tiene de médulo:

|@ A b| = |a@||b] sen(@, b)
Consecuencia: |@ A 5\ es el drea del paralelogramo determinado por @ y b,

Ejemplo Dados los vectores (1,3,-1), (3,-1,0), comprobar que son ortogonales. Completar a partir

de ellos una base ortonormal.
Producto escalar: (1,3, —1).(3,—1,0) = 0, son ortogonales
Para obtener el vector que falta perpendicular a los dos hacemos el producto vectorial

i j ok
1 3 —1|=—-i—3j—10k

3 -1 0
Dividiendo por los médulos hacemos los vectores unitarios y obtenemos la base ortonormal:

1
,0), ——(-1,-3,-10)

V110

vector: (—1,—3,—10)

1 1
ﬁ(l,?),—l), \/—170(3,—
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6.6. Producto mixto

Dados tres vectores a = (al,ag,ag),g = (b1, by, b3),C = (c1,C,c3) de R3, definimos producto

mixto, que se representa por [d, b, c] de esos tres vectores:
Como

[@,b,d=ad- (bAQ)
Cuyo resultado es
= CL1b203 + CLngCl + a3b102 - a3b201 - CLleCg — albgc2 =
ap Gz as
by by b3
Ci1 Co2 C3
Por tanto el producto mixto de tres vectores del espacio viene
dado por el determinante de sus coordenadas.

El producto mixto de tres vectores es el volumen del paralelepipedo que determinan.
Esto se deduce de que:
|[d,b,¢]| =|a- (bA &) =|al.lb A é. proyeccion de (b A €) sobre @ = area de la base por altura.

El volumen del tetraedro que determinan tres vectores es el producto mixto dividido
por seis. Recordemos que las piramides tienen como volumen un tercio del area de la base por
la altura. La base triangular es la mitad del paralelogramo. Por tanto el volumen pedido es el
producto mixto dividido por seis.

Ejemplo Hallar el volumen del tetraedro que determinan
los vectores (1,6, —1),(—3,2,1),(—1,1,5)

1 6 —1
1 4 4
V=532 ! :%:37“3
-1 1 5

6.7. Ecuaciones del plano

Sea el plano determinado por el punto P y el subespacio

vectorial engendrado por los vectores ¥/, w.

Sea X un punto cualquiera del plano.

Se verifica OX = OP + PX, como PX es comb. lin. de

Uy W, PX =t + s por tanto 0

T=p+ti+swcont,s €R Y
Pasando a coordenadas si  P(x, Yo, 20), VU = X

(v1, V9, v3),W = (w1, we, w3) y suponemos que X (z,y, z)

se tiene:

(x,y,2) = (To, Yo, 20) + t(v1,v2,v3) + s(wy, we,ws), t,s € R|ecuacion vectorial del plano
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Ejemplo P(1,—-2,0),7 = (0,2,0),w = (-3,0,1)
(x,y,2) = (1,-2,0) +¢(0,2,0) + s(—3,0,1) t,s € R

T = T+ tv; + swy

Separando coordenadas: Y = Yo + tvg + swy t,s € R |ecuaciones paramétricas del plano

z = 2y + tug + sws

r=1-3s
Ejemplo ¢ y=-2+2t t,seR
z=35

Como PX,v y w son coplanarios, o sea l.d., el determinante formado por sus coordenadas es

0.
. T—To Y—Y <%0
det(PX, ¥, W) = o Vg U3 = 0 |ecuacion matricial del plano
w1 W2 w3
r—1 y+2 z
Ejemplo | 0 2 0l=0
-3 0 1

nota: si dan tres puntos del plano no alineados P, ), R basta considerar que P_Q, PR son dos
vectores del plano.

Ejemplo Plano que pasa por P(3,2,-1) , Q(0,1,0), R(7,-5,2).

r y—1 =z
Considerando los vectores QP = (3,1, —1), QR = (7, 6, 2) 3 1 —-1|=0
7 -6 2

Desarrollando el determinante resulta 4x + 13y + 25z — 13 = 0.
En general de la ecuacion matricial llegarfamos a un resultado de la forma:

Ar+By+Cz+ D = 0‘ ecuacion general o cartesiana del plano

Ejemplo

r—1 y+2 2
0 2 0|=2x-1)4+6z 22+62—-2=0
-3 0 1

Observaciones

1. En las ecuaciones en forma vectorial, paramétricas, y matricial del plano aparecen explicita-
mente un punto y dos vectores del plano.

r=t los términos independientes dan el punto
Ejemplo: Dado el plano { y =s (0,0,1) los coeficientes de cada parametro dan
z=1  sendos vectores del plano (1,0,0), (0,1,0)
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2. Para comprobar si un punto ) pertenece a un plano

a) Si el plano esté en forma general se sustituye para ver si cumple la igualdad.

b) Si el plano viene dado por un punto P y dos vectores direccion i, U, se ve si el determinante

[PQ, @, es cero.

3. En la ecuacion general Az + By+ Cz+ D = 0 sea P(x, Yo, z0) un punto del plano, por tanto

verifica la ecuacion es decir:
Axg + Byg + Czy + D = 0; entonces restando las dos igualdades

tenemos A(z — x0) + B(y — o) + C(z — ) = 0 donde PX =
(x — 20,y — Yo, 2 — 20) es un vector contenido en el plano,la igualdad
anterior expresa que su producto escalar por el vector (A, B,C') es
cero

luego en la ecuacion general:

los coeficientes A, B, C son las coordenadas de un vector perpen- %

dicular al plano.

(A,B,C)

/

X

Ejemplo Hallar la ecuacion del plano paralelo al 2z —3y+ z = 7 que pasa por el punto (0,4,0).

Si es paralelo sirve el mismo vector ortogonal por tanto los coeficientes de x,y, z pueden ser

los mismos 2z — 3y +2+ D =0

Haciendo que pase por el punto —3 -4+ D = 0; D = 12, luego el plano buscado es

20 =3y +2+12=0.
Ejemplo Hallar las ecuaciones paramétricas del plano 2z 4+ 3y — 52 —2 =10

Basta pasar dos variables al 2° miembro y considerarlas como parametros:

r =0
y=2»
z=2+2a+3p

por tanto un punto es (0,0,-2/5)
y dos vectores direccion son (1,0,2/5); (0,1,3/5)

4. Ecuacion segmentaria del plano: L + % + S}
a

6.8. Ecuaciones de la recta

Sea la recta determinada por el punto P y el subespacio vectorial

engendrado por el vector . _—

Sea X un punto cualquiera de la recta. Se verifica 0X = O?—FPTX,

como PX pertenece al sev. engendrado por v, PX =7 por tanto
T=p+tl teR

Pasando a coordenadas si P(xg, Yo, 20), ¥ = (v1, V9, v3) ¥ Suponemos X
que X (z,y, z) se tiene:

(x,y,2) = (To, Yo, 20) + t(v1,v2,v3) t € R|ecuacion vectorial de la recta
Ejemplo P(1, —2,0),7 = (0, 2,0)
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(r,y,2) = (1,-2,0) +t(0,2,0), t€R
T = X9 + tvy
Separando coordenadas: Y = Yo + tvg t € R | ecuaciones paramétricas de la recta

2 = 2z9 + tug

z=1
Ejemplo ¢ y=-24+2t te€R
z=0

Eliminando ¢ entre las tres ecuaciones (despejando t) se tiene:

T — X Y=Y Z— 20 ., .
= = ecuacion continua de la recta
U1 (%) Vs
r—1 y+2

0 2

Ejemplo " "(se admite en este contexto la notaciéon simbolica "partido por
0”)
Quitando denominadores llegamos a expresiones del tipo:
Ar+By+Cz+ D =0
{ Ar+By+C'z+D' =0
r—1 y+2 z2-5
= =

jen) IR

que es dar la recta como interseccion de dos planos

o —1) = 2 2 4=
Ejemplo (x—1)=3(y+2) { r+3y+4=0

d
se pue eexpresar{z_5zo 5 5=0

Observaciones

1. En las ecuaciones en forma vectorial, paramétricas, y continua de la recta aparecen explici-
tamente un punto y un vector direcciéon de la recta.

r=1
=1
Ejemplo { o equivale a ¢ y =z punto (1,0,0); vector direcciéon (0,1,1)
y==z
z2=12z

2. Para comprobar si un punto () pertenece a una recta r dada por punto P y vector direccién
¥ lo més sencillo es ver si P() es proporcional a .

3. Para pasar de la recta como interseccion de dos planos a las formas en que aparecen un punto
y un vector direcciéon veremos dos procedimientos:

Ejemplo

20 —3y+1=0 vector (2,-3,0) es perpendicular a la recta
{ dr —324+6=0 vector (4,0,-3) es perpendicular a la recta
Modo I: Haciendo el producto vectorial obtenemos:

- - —

v 7k dividiendo por 3 por como-
2 =3 0 |=9i+6j+ 12k didad, da: (3,2,4) como vec-;
4 0 =3 tor direccion

un punto lo obtenemos haciendo por ej. z = 0, resulta y = 1/3, 2z = 2 el punto es (0,1/3,2)

Modo II: el otro método es resolver el sistema indeterminado:
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=1+2 =142
Pasando por ejemplo x al otro miembro { g‘z _6 j__ 4§ { z _ ; j__ gi queda
7 to (0,2,2)
y = % + %SL’ punto ) ga
s =924 iy vector direccion (1, 2, 3), multiplicando por 3: (3,2,4)
3
Ejemplos

1. Comprobar si la recta cuyos puntos tienen de coordenadas (2+43t,1—t¢,t), t € R es paralela
al plano x +y —224+10=0

La recta viene dada en una variante de paramétricas. Para comprobar que recta y plano son
paralelos vamos a hacerlo de dos formas:

= Sustituyendo las paramétricas de la recta en el plano y resolviendo en ¢ : (2 + 3t) +
(1—t)—2t+10=0; 0+ 13 =0 sin solucién, luego son paralelos.

= Veamos que el vector direccion de la recta ¥ = (3,—1,1) es perpendicular al vector
ortogonal del plano @ = (1, 1, —2) para ello hacemos el producto escalar .4 = 3—1—-2 =
0, luego son ortogonales. Ademas sustituyendo el punto (2, 1,0) de la recta en la ecuacion
del plano resulta 2+ 14 10 # 0, luego no esta en el plano. Por tanto la recta y el plano
son paralelos.

r=1-—t
2. Hallar la recta perpendicular a la recta r : ¢ y =244t trazada por el punto P(2,0,—1)
z=3+t

Necesitamos un vector direccion de la nueva recta:

Procedimiento a): Hallamos el plano 7 perpendicular a la recta por P, —x+4y+z+D = 0,
sustituyendo P: =2 —1+D =0; D=3, 7n:—x+4y+2+3=0

—-13
Hacemos la interseccion de wy r: —(1—t)+4(2+4t)+(3+t)+3=0; 13+18t=0; = =,
_ 13 _ 31
tit q z_;‘iig_lg 18 —16 t ] to de int ., M(31 —16 4]_>
sustituyendo en r: = =13 _ =16 tenemos el punto de interseccion 31 —16 41
' Z— 15 41 " P 18" 18 18
— 97 1818

Entonces el vector PM = g -2, _—16, ﬂ 1) = _—5, _—16, 5—9
18 18 " 18 187 18 " 18

la direcciéon tomamos como vector direccion de la recta buscada el proporcional (—5, —16, 59)

) , como solo nos interesa

Procedimiento b): Un punto genérico de la recta r es P,(1 —t,2 4 4t,3 +t), por tanto un
vector PP, de origen en P y extremo en un punto de r es PP, = (1 —t—2,2+4t,3+t+1) =

(=1 —¢,2 + 4t,4 + t), queremos que sea perpendicular al vector direccién de r, por tanto

—13
(-1 —t,2+4t,4+1)-(-1,4,1)=14+t+8+16t+4+t=0; 18 +13=0; t= 15 7
se sustituye en r para hallar M igual que antes.
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r=2->5t
La recta buscada es s : ¢ y =0 — 16t
z=—1+459

. Hallar, si existe, la ecuacion de la recta que pasa por el punto P = (1,2,3) y se apoya en las

; d ) r y—3 z-—1 :L’—l—sl y+% z
rectas r y s de ecuaciones: r: — = Z—— = S5 = = —
Y 2~ 3 1 8 -7~ 5

La recta buscada es la intersecciéon del plano 7m que pasa por Py

contiene a la recta r, con el plano 7' que pasa por P y contiene a

la recta s.

7Tp'unto P(1,2,3) [
vector direccion de r: (2,3,4)
punto de r:  Q(0,3,1), vector PQ = (—1,1,-2),

méas comodo (1,-1,2) 5
r—1 y—2 2—-3
T 2 3 4 =0 m:2x—2z+1=0
1 —1 2
7

punto P(1,2,3)
vector direccion de s : (8, —7, —5), mas comodo (-8,7,5)
punto de s : Q’(%, %9, 0), vector P@, = (g, —Tw’ —3), mas comodo (-6,19,15)
r—1 y—2 2-3
7| -8 7 5 =0r":24+9y—1124+14=0
—6 19 15

como los planos 7, 7’ se cortan, recta buscada:

20 —2+1=0
r+9y—1124+14 =0

i J ok
Para pasarla a continua buscamos un vector direcciéon | 2 0 —1 = 97 + 215 + 18k
19 —11

—1 -2 -3
tomamos como vector direccion (3,7,6); Recta buscada: a 5 = 4 — = : 5
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6.9. Haz de planos

m: A+ By+Cz+D =0

Dados dos planos i Ar+By+Cz+D =0

se llama haz lineal de los planos 7,7’ al conjunto de planos de

ecuacion:

sS(Ax+By+Cz+ D)+ t(Az+B'y+C'2+D')=0 s,teR

* ¢ los planos 7, 7’ son paralelos el haz es el conjunto de todos los =

planos paralelos a ellos.

* ¢ los planos 7,7’ se cortan en una recta el haz es el conjunto de
planos que contienen a esa recta.

V\}r

20 —3y+52+7=0
dr—4y—T24+2=0
El haz de planos con arista en esa recta es (dividiendo por uno de los parametros queda uno
solo) 22 — 3y + 52+ 7T+ k(Bz —4dy—72+2) =0
haciendo que pase por el punto 5+ 7 + k(=7 + 2) = 0 queda k = 12/5 luego el plano buscado
esbh(2x —3y +52+7)+12(3x —4y — 7z +2) =0; 46x — 63y — 592+ 59 =0

Ejemplo Hallar el plano que pasa por el punto (0,0,1) y por la recta {

6.10. Incidencia de planos y rectas

1. Interseccion de 2 planos

m:Ar+By+Cz+D =0
7:Ax+By+Cz+D =0

Az + By+ Cz=—-D

estudiamos el sistema
udi 1 1m. { A':(:—i—B,y—l-C,Z:_D/

Si ran(M) = 2 es compatible indeterminado, soluciones dependientes de 1 pardmetro: inter-
seccidén una recta

Si ran(M) = 1 ran(A) = 2 incompatible: planos paralelos

ran(A) = 1 planos coincidentes

2. Interseccion de 3 planos
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m:Axr+By+Cz+D =0
7 Axe+By+Cz+D =0
7 A"t + B"y+C"z + D" =0
Az + By+ Cz=—-D
estudiamos el sistema ¢ A’z + B'y + C'z = —D'
A”,T _'_ B//y + C//Z — _D//

Si ran(M) = 3 compatible determinado: interseccién un punto

incompatible, no tienen puntos comunes, los planos se
ran(A) =3

Siran(M) =2
ran(A) = 2

~ 7 tro, intersecciéon una recta (fig. 3)

cortan, dos a dos, en 2 o 3 rectas paralelas (fig. 1y 2)

compat. indeter. soluciones dependientes de 1 parame-

i
A

ran(A) = 2 incompatible: planos paralelos /
1

ran(A) = 1 planos coincidentes

ran(M) =1

. Interseccion de recta y plano

Hay tres posibilidades: intersecciéon un punto, que sean paralelos y que la recta esté contenida
en el plano.

a) Si la recta viene dada como interseccion de planos se puede considerar que el estudio queda
incluido en el anterior de interseccién de tres planos.

b) Si la recta viene dada en forma paramétrica:

r=2+3t

Ejemplo Hallar la interseccion de r y wsiendo: r: ¢ y=1—-2t 7w:2x+y+32+1=0
z=—t

Sustituyendo en la ecuacion del plano: 2(2 + 3t) + 1 — 2t + 3(—t) + 1 = 0, y resolviendo esta

ecuacion resulta ¢ = —6 luego se cortan en el punto (sustituyendo t en la ecuacion de la
recta): (-16,13,6).
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Vemos que resulta una ecuaciéon de grado 1 en ¢, luego los casos son:

una soluciéon: r y 7 se cortan en un punto
sin solucion: r y m se paralelos
infinitas soluciones: r esta contenida en 7

4. Interseccion de dos rectas:
Hay cuatro posibilidades: paralelas, coincidentes , se cortan y se cruzan.

a) Si vienen dadas como interseccion de planos se puede estudiar el sistema de 4 ecuaciones
y 3 incognitas que resulta , es el método adecuado cuando hay parametros. En otro caso,
suele ser mejor el método para punto y vector direccion.

2 =1 =
Ejemplo Estudiar segin k la posicion de r : { iikz :t ?}; _ 3 S { gy —Zz _o 1
1 2 3 1
. 1 k£ 3 3 .
El determinante 01 -1 0!° 8 — 2k se anula para k = 4, como ran(M) = 3, se tiene
0 3 -1 2

que: si k # 4 se cruzan; si k = 4 se cortan. (nota para k =2, 7 no es recta)

w

b) Vienen dadas por punto y vector direccion: s

r: P v, s:Q, .

Si ran(v,W) =2, Uy @ no paralelos:

{ ran(PZ), U, W) = 2 <= det[P PQ, v , W = 0; PQ, U
U, W] # 0;

son Coplanarlos r,s se cortan

@l Sl

)
rango(PQ, v, W) = 3 <= det|PQ, , W no son coplanarios : r, s se cruzan
Si ran(v,W) =1, Uy @ paralelos:

P@ paralelo: rectas coincidentes
PQ) no paralelo: rectas paralelas

Ejemplo Hallar la posicion relativa de las rectas:
r y—-1 2-—2z 8'{x:2z—3

TT3T o1 T 3 y=—2+9

Wector director de s : { y—2=
3y —z =

S O =y
LW = S
I
—_

I
[\~
<
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r: punto P(0,1,2), vector dir. ¥ = (3, —1, —3) (obsérvese que la recta r no esté escrita exacta-
mente en forma continua)

r=—-3+72t
De las ecuaciones de s se escriben las paramétricas: s : ¢ y=5—1¢ luego s: punto Q(—3,5,0),
z=1

vector dir. @ = (2,—1,1)

Resulta PQ = (—3,4,—2). Vemos que ¥, w no son paralelos. Ahora estudiamos det[P@, U, W

-3 4 =2
3 —1 =3 |=-—22% 0 por tanto las rectas se cruzan.
2 -1 1

6.11. Distancia entre dos puntos

Dados P(x1, 41, 21); Q(x2, ya, 22) su distancia es el moédulo del vector PQ
d(P,Q) = |PQ| = \/(x2 — 1) + (y2 — 11)? + (22 — 21)?

x—1
Ejemplo Hallar el punto de la recta r : -4 2z 4+ 2 que equidista de los puntos

2 —1
A(2,3,-1), B(0,2,0)

El plano mediatriz de los dos puntos tendra de ecuacion:
Ve =224+ (y—32+(z+1)2=/22+ (y —2)2 + 22
2z 4y — 2z — 5 = 0 poniendo la recta en paramétricas y

sustituyendo A
r=1+42t
y = —t 21+ 2t) + (—t) — (=2 +1) =5 = 0, B
z2=—-241

resulta ¢ = 1/2 luego el punto es (1 +1,-1/2,—2 +

6.12. Punto medio de un segmento

Dados los puntos P(x1,y1, 21)Q(%2, Y2, 22) sea M (T, Ym, 2m) €l punto medio, se tiene PQ =

T2 = 7 = Aem = 21) R + 242
2PM en consecuencia ¢ yo — 1 = 2(Ym — ¥1) Ty = ——2 nrh L

2 » Ym 9 m 2

20 — 21 = 2(2m — 21)

nota : El plano mediatriz de un segmento AB se puede hallar como el plano de vector ortogonal
AB que pasa por el punto medio del segmento AB.
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6.13. Distancia de un punto a un plano

Dados el plano 7 : Az + By + Cz+ D =0y el punto P(zg,yo, 20) se tiene:

A B C D
d(P,ﬂ'): xo + y0+ 20 +
LB C°
Demostracién

Se trata de hacer de dos maneras el producto escalar de W =
(A, B,C) ortogonal a m y XP = (xo — Y0 — Y, 20 — 2) vector
de origen en un punto X (z,y, z) culquiera de 7 y extremo P:
WXP = A(zg— ) 4+ Blyo — y) + C(z — 2) =

Azo+ Byo+ Czy — (Az + By + Cz) = Axg + Byo+ Czy+ D , por
otro lado:

@.XP = || X P|cos o = |B]. proyeccion de X P sobre i =

VA2 + B?2 + C%d(P, ),

despejando queda la férmula sin mas que tomar valor absoluto pues consideramos que la dis-
tancia siempre es positiva.

Ejemplos

r—2y—22=1

Tt By —z =0 al plano 7 : 14x + Ty — 232 =10

1. Hallar la distancia de la recta 7 : {

Primero comprobamos la situacion relativa de la recta y el plano considerando la matriz de

1 -2 =2 luego son efectivamente paralelos
coeficientes [M|=| 1 5 —1]=0 o la recta estd contenida en el
14 7 =23 plano

entonces la distancia de la recta al plano sera igual a la distancia de un punto cualquiera de la
recta al plano, obtenemos un punto de la recta haciendo por ¢j. y = 0, resulta z = —1,x = —1,
punto P(—1,0,—1)

—14 +23 9
V142 + 72+ (=23)2|  VTT4

nota: la ecuacién normal del plano es la ecuacion general en la que el vector ortogonal es

d(r,m) =d(P,m) =

unitario, entonces el término independiente es la distancia del origen al plano.

2. Hallar el punto de la recta r : x = y = 2 que equidista de los planos 7 : x —y + 2z =1,
mir+2y—z=4
Podemos:

a) Hallar los planos bisectores de los dos planos ya que no son paralelos y luego su interseccion
con la recta.

b) Mejor: hallar las ecuaciones paramétricas de la recta y sustituir en las férmulas de la
distancia a cada plano: r:x =ty =t,z =1t
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dist. a = dist. a =
Tt—t+20—1] lt+20—t—4
Vit1l+4 | | VI+4d+1

el punto es (5/4,5/4,5/4); y podemos afirmar que la recta r es paralela a uno de los planos

2t — 1 = 2t — 4 sin solucién
20—1=-2t+4;t=>5/4

;2t—1::|:(2t—4){
bisectores

6.14. Distancia de un punto a una recta

Dado un punto P y una recta r con punto () y vector direcciéon o/

_P —
a(p,y) = QPN

|01

Demostracion

El paralelogramo de lados QjD y ¥ tiene de area
S =|QP A = base . altura = |7].d

nota Método constructivo: Hallar el plano perpendicular a la recta por el punto, luego el punto
de interseccion de la recta y el plano, la distancia buscada es la distancia entre los dos puntos.

6.15. Angulos de rectas y planos

1. Angulo de dos rectas

Es el menor de los angulos que forman.
Se halla a partir de dos vectores direccion.
(Se considera también en el caso de que se crucen).

Ejemplo Hallar el angulo que forman las rectas

r—1 z4+2 _ y+5
T =y—3=2z s: -3 4

2 z=0

los vectores respectivos son ¢ = (2,1,1); 4 = (—3,4,0)

k] —6 + 4 2 _ 16
COS = |5~ | = = =
|9 |0 V6.4/25] 56

(se toma valor absoluto porque no sabemos si se trata del angulo a o de su suplementario)
a = arcos 0’16 = 80°40’
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2. Angulo de dos planos

Es el menor de los dos angulos diedros que determinan.
Se halla a partir del angulo que forman los vectores ortogonales.

3. Angulo de recta y plano /

Es el menor dngulo que forma la recta r con su proyeccion ortogonal
sobre el plano.

Se halla a partir del angulo que forman el vector direcciéon de la / " /

recta y el vector ortogonal del plano, el &ngulo buscado es el com-

plementario.

-1 -2 1
Ejemplo Hallar el angulo que forma la recta r : i Y _ =z i y el plano

2 —1 3
m:3x+2y—52+4=0

v

U= (2,—1,3),’(17: (3727_5)7 COS(OK)
615"
Angulo 7,7 = 90 — 61'5 = 28'5"

= 0/4769;  ar cos(0/4769) =

7). |

6.16. Minima distancia y perpendicular comtn a dos rectas

En el caso en que las rectas sean paralelas el problema se resuelve hallando un plano perpen-
dicular y la distancia entre los los puntos de corte.
Los otros casos se pueden resolver por el método siguiente:

Ejemplo Hallar la minima distancia entre las rectas
r—1 y+2 49 y—1 =z
r =Z— =2, s:x =l — ==
2 -3 ’ 2 3

Se halla el plano que contiene a r y es paralelo a s, y luego hallar

la distancia de un punto cualquiera ) de s al plano:

Plano 7 que contiene a r y es paralelo a s es

r—1 y+2 =z
2 -3 1]|=0
1 2 3 /
osear:1llx+5y—T2—1=0,sea Q(—2,1,0) de s -
d(s’r):d(@ﬂ):‘ —22+5-1 | _ 18
V112 +52 + (=7)2] V195
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Ejemplo Hallar la perpendicular comun a las rectas:
y—3 z—2 r—=7 y—9 z-8

s
2 2 3 4 5
Una vez comprobado que las rectas no son paralelas, el procedimiento es:

r:rx—1=

a) La perpendicular comun tiene como vector direcciéon el vector
perpendicular a los vectores direccion de las rectas dadas:

j
2

B!

2 | =27+ j — 2k vector: vl = (2,1, —2)
4 5 S
b) Ahora hallamos el plano 7, que contiene a una de ellas, por

ejemplo r, y contiene a este vector v : /

i
1
3

r—1 y—3 2-2 2
1 2 2 =0, —6r+6y—32—-6=0,
2 1 -2
20 —2y+24+2=0
x=T+3t
¢) Ahora hallamos el punto de interseccion de este plano 7, con la otra recta s : ¢ y =9 + 4t
2 =845t
2(74+3t) —2(9+4t) +8+5t+2=0; 14+6t—18—-8t+8+5t+2=0; 6+3t=0
r=T+3(-2)=1
t = —2; sustituyendo ¢ y=9+4(-2) =1
z2=845(-2)=-2
La perpendicular comun es: vl =y—1= 2t 2

-2
Observacion: el punto de interseccion hallado (1,1, —2), es el punto de de s cuya distancia a

r es minima.

r=1+1 x="7+3s
Otro método: Ponemos las rectas en paramétricas r: ¢ y =3 + 2t ;5 y=9+4s .
z=2+4+2 z =8+ 93s

Consideramos el vector Q,ﬁQ’ que va de un punto @) genérico de r a un punto )’ genérico de s:
Q. Q = (T+3s—(141),9+4s — (34+2t),8+55— (2+2t)) = (6+3s—t,6+ 45— 2t,6 + 5s — 2t))
Hago que este vector sea paralelo al vector ortogonal v , para ello sus coordenadas han de ser

proporcionales:
6+3s—t 6+4s—2t 6+5s—2t . . P
5 = 1 = 5 que es un sistema dos ecuaciones y dos incognitas ¢, s;
6+3s—t=2(6+4s—2t) —5s+3t=106 desolucioneS's——2t—_—4
—(6+3s—1t)=6+55—2t —8s+ 3t =12 T3
r=T7—6
Sustituyendo por ejemplo en s tenemos el punto de la perpendicular comtin: s: { y =9 —8
z=8—-10

El punto es (1,1, —2)
Ya tenemos un punto y el vector direccién de la perpendicular comin.
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Ejemplo Considere las rectas r y s dadas por las ecuaciones
| 4+ 3y —22=12 x—=5 y—1 z-6
‘{2x+5y—z=6 Yoo STy T T Ty
a) Estudie la posicion relativa de 7 y s.

b) Hallar la perpendicular comun.

a) Parametrizamos la recta r: restando a la primera ecuacion la segunda multiplicada por 2

=1t
queda —7y =0, y = 0 y sustituyendo en la segunda y despejando z resulta: r : y=20
z2=—6+42t

. { punto P(0,0,—6) _ { punto Q(5,1,6)
| vector ¥ = (1,0,2) | vector W = (3,—1,4)
Como no son proporcionales los vectores direcciéon podemos afirmar que nos son paralelas,
consideramos el vector PZQ = (5,1, 12) veamos el rango de los tres vectores:

5 1 12
[P@, v,wW]=|1 0 2 |=0, por tanto las rectas se cortan.
3 -1 4

b) Par hallar la perpendicular comiin hallamos el vector perpendicular a r y a s usando producto
vectorial v A W

-

1

J
0
-1

—

UAW = 2i+27—k, luego (2,—2,1), sera el vector direccion de la recta perpendicular

W =
= DN Y

comun.

Ahora hallamos el punto de intersecciéon de r y s que sabemos que existe, para ello sustituimos

en la primera igualdad de s las paramétricas de r: t;5 = O__ll; t = 8 sustituyendo en r :
r=3_8
y=0 , punto de corte (8,0, 10),
z2=—6+4+2-8=10
) i r—8 'y z-—10
luego la perpendicular comin es: 5 — 5= 1

Ejemplo Hallese si existe alguna recta que apoyandose en las rectas r y s sea perpendicular al
) y—1 z-1 y—1 =z
planow,swndo:r:x:—lz 5 s:x:—gzz m:2x—y+42=0
La recta buscada si existe ha de ser la intersecciéon de los planos 7 que contiene a r y es

perpendicular a 7; my que contiene a s y es perpendicular a m

r y—1 z—-1

m:| 1 -1 2 =0, 2x2—2z+1=0
2 -1 4
z y—1 =z

m: 1 =3 4]1=0, 8r—4y—52z+4=0
2 -1 4
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ta b da: 2 . J _Z
recta uscaa{sex—4y—5z+4:o > 1 4
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6.17. Problemas

1. Dados los puntos P(4,2,5) y Q(7,3,—1). 7. Se consideran los puntos

Representar el vector PQ

. Hallar el wvértice D en el parale-
logramo ABCD dados los vértices
A(3,2,—-1),B(3,—1,0),C(2,4,-1).

Solucién: D(2,7, —2)

. Sabiendo que |Z] = |y] =2y q
Dados los vectores @ = 7 + 7/,
a) Calcular @.b

b) Calcular los modulos |a| v |b]

c¢) Calcular el angulo que forman @ y b

Solucién: o = ar cos %,2 = —0'32 ~ 108’66"

. Determine un vector 7 = (z,y,2) de R,
sabiendo que cumple las condiciones si-
guientes:

- La suma de sus coordenadas es 6.

- ¥ es combinacién lineal de los vectores
(—6,1,3) vy (2,—2,—2).

- El vector (5,—4,2) y ¢ son ortogonales.

10.

A(1,a,1), B(1,1,a —2),C(1,

1) Comprobar si estan alineados segin sea

~1,2)

el valor que tome el parametro a.

2) Hallar el area del tridangulo que deter-
minan los tres puntos para a = 0.

Solucién: S =1

. Hallar el area de la proyeccion del tridngu-

lo de vértices A(1,0,0), B(2,1,0), C(0,1,4),
sobre el plano coordenado XY.

Solucién: 1u2, C’(0,1,0)

Se considera el tetraedro cuyos vértices son
A(1,0,0), B(1,1,1),C(~2,1,0), D(0,1,3).
a) Hallar el volumen. b) Hallar el 4rea del
triangulo ABC'. ¢) Hallar la altura del te-
traedro del vértice D. Solucion: a) V = g’ug,
V19, T

b) S = 5 u,c)h—\/—l_9

Hallar t para que los puntos P(3,2,0), Q(0,-
1,0), R(3,t,1), S(2,1,-2) sean coplanarios.

Soluciéon: t = 2

r+y+z2=6 11. Hallar las ecuaciones paramétricas del
Solucion: { dr — 6y + 102 =0 U= (2,3,1) plano que pasa por el punto (2,3-1) y es
bz —dy+22=0 paralelo al plano 2x — 3y + z = 3.
r=2+t
. Dado el triangulo de vértices A(1,1,1), Solucion: 7 - { y=3+s
B(0,3,5), C(4,0,2) hallar su area y la lon- z=—1—2t+3s
gitud de la altura desde B. 12. Hallar la ecuaciéon general del plano que
Solucion: § = L|AB A AC| = Y230 — 7/58, /230 — pasa por los puntos (2,3,-1), (1,0,-3) y es
4'57 perpendicular al plano 2x — 5y = 2.
. Calcular los vectores de longitud 1 ortogo- Soluci6n: m - 10z + 4y — 112 - 43 =0
nales a los vectores (2,-2,3) y (3,-2,3). 13. Hallar la ecuacién del plano que pasa por

(0,3/V13,2/V13),v' =

Solucién: v =

(0= _3/\/ﬁ7 _2/\/ﬁ)

los puntos (2,-1,0), (3,0,2), (2,-3,4).

Solucion: 4oz — 2y — 2z —10=0
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Hallar la ecuacién del plano que pasa por
el punto en que el plano 2x +y + 3z = 12
corta al eje OZ y es perpendicular a los
planos: 3x 4+ 2y — 2z =5,z —y+32 =2

Solucion: z — 2y —z4+4 =0

Hallar la ecuacién del plano que pasa por

el punto (3,0,5) y es perpendicular a la
-2 5) -2

L :yi :21 . Hallar el

punto de interseccion.

recta

Solucion: (5, —1,3)

Hallar la ecuacién del plano que pasa por
el punto (1,1,2) y es paralelo a las rectas

3r+1y=0 20 —2y =20
dr+2=0

y—z=-3
Solucion: z — by +4z—4=0

Hallar la ecuacion del plano que contiene
alarecta (x—1)/2=(y—1)/3=2zyes
paralelo a la recta que pasa por los puntos
(2,0,0), (0,1,0)

Solucion: z 4+ 2y — 8z —3 =0

Dada la recta r : (z,y,2) = (3,2,0) +
t(2,0,—1) y el punto P(5,2,7) a) Hallar la
recta perpendicular a r que pasa por P. b)
Hallar la recta paralela a r que pasa por P.

20 —2—-3=0
Solucion: a) { v
y—2=0

(5,2,7) + (2,0, 1)

b) (x,y,z) =

Indicar la posicién especial respecto a los
ejes que tienen los planos en que uno o tres
de los coeficientes A,B,C,D de la ecuacion
general Arx+ By + Cz+ D = 0 sean nulos.
Soluciéon: A, B o C nulo, plano paralelo al eje de
coeficiente nulo

D, A, B nulos, plano XY : z = 0, plano determi-

nado por los ejes de los coeficientes nulos.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Estudiar la posicién relativa de los planos
204+3y —52z+7=0, 3xr+2y+3z2+1=
0, Tt +8y—724+13=0.

Solucion: ran(M) = 2 < 3 = ran(A), incompati-

ble, los planos forman un prisma triangular

Siendo r la recta determinada por las ecua-
cionesx — 2y —2z=1,x+5y—2=0;y
7 el plano definido por 2x + y + mz = n,
determinar m y n de modo que: a) r y 7
sean secantes b) r y m sean paralelos c) r
esté contenida en 7.

Solucion: a) m # —23/7,Vn;m = —23/7,n #9/7,
c)m=—-23/T,n=9/7

Escribir la ecuacion del plano que pasa por
el origen y contiene a la recta de ecuaciones
r+y+z=1rv—y=2

Solucion: 7 :x + 3y +2z=0

Hallar las ecuaciones de la recta que pa-
sa por el punto (1,1,2) y corta a las rectas
(x—-1)3=y/2=1—2 z/2 =y =
(z—1)/2.

r—1 — y—1

Solucion: *5 5 T

r=z—1

Dadas las rectas del espacio ,
y=2-32

r—4=>5z
y=4z-3
a) Decir si se cortan, son paralelas o se cru-

zan. b) Hallar la ecuacion de la recta que

pasa por el origen y corta a las dos rectas
dadas.

2 7 =
Solucion: a) Se cruzan; b) { r+y+2=0

3z +4y —312=0

Hallar la posiciéon relativa y en su caso la
perpendicular comun a las rectas:

r=1+2t r=5—s
y=3+5t y=13+2s
z=2—1 z=0-—3s
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

rz—5 _ y—13 __ z
-3 7 9

Solucién:

Hallar el dngulo de las rectas (z —1)/3 =
(y+1)/4 = (z+1)/5 —(z+1)/3 =
—(y+2)/4=(2—1)/5.

Solucion: 909

Hallar el area del tridngulo de vértices
A(0,0,0), B punto de interseccion de la rec-
ta (x+1)/2 = (y+1)/3 = 242 con el plano
XY y C(1,1,0).

Solucion: 1u2

Hallar la recta que pasa por el pun-
to medio del segmento de extremos
A(2,3,-5), B(4,1,2), y es perpendicular al
plano: (z,y,2) = (1,0,-3) + £(2,1,0) +
s(1,—=1,1).

1A y— z+3/2
Soluciéon: z — 3 = 9722 — +7_3/

Hallar la distancia del punto A(1,2,3) a la
rectar =x =0, z =0, y la ecuacion del
plano que pasa por A y es perpendicular a
.

Soluciéon: y —2 =0,d = V10

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por
el punto (1,0, —1) y es paralela a los planos
3x+2y—z=1, z—y+2=0.

Solucién: v — 1 = L =

z+1
4 -5

Se consideran lasrectas r = x—1 =y—2 =
(z—1)/2, s=(3—x)/2 =3—y = (2+1)/2.

a) Comprobar que se cortan y calcular las
coordenadas del punto P de interseccion.
b) Determinar la ecuacion de la recta que
pasa por P y es perpendicular ar y s.

.z xr— -2
Solucion: se cortan, P(1,2,1); 2 41 ==

=z—1

Dadalarectar=2+1=y—2=%23y

1
el punto P(1,2,1). Calcular:

33.

34.

35.

36.

37.

38.

a) Las ecuaciones del plano 7 que pasa por
P y corta perpendicularmente a r.

b) Hallar el punto de interseccion de r y 7.

c¢) Hallar las coordenadas del punto simé-
trico de P respecto de 7.

Solucion: Procedimiento para hallar el simétri-

co de un punto, a) x +y + 4z —7 = 0, b)
M(—4/3,5/3,5/3),c) P(—11/3,4/3,7/3)

-2 -8
Dada la recta = _ 5 =z+2yel

punto (0, 3,2). Consideremos el plano que
contiene a la recta y el punto. Hallar el
volumen del tetraedro que determina ese
plano con los planos coordenados

Solucion: x + 2y + 3z =12, V =48

Hallar la distancia del punto A(1,2,3) al
r=s5—1
Yy=2+2s—-21
z=—-1—-3s+2t

plano de ecuaciones

Solucion: d = 2/v/5

Hallar el simétrico del punto (-1,1,2) con

5 -2
respecto a la recta x — 2 = % _z 5

Solucion: P'(5/3,—-13/3,—-14/3)

Escribir las ecuaciones de la perpendicular
comin a las rectas ©t =y = 2, * =y =
3z — 1.

< 8

I
= =

I

~

Solucion: m+y—2.Z:0
r+y—6z2+2=0

Calcular la ecuacion del plano que contie-

w
I

ne al eje OX y dista 6 unidades del punto
P(0,8,9).

Solucion: y + kz =0,k = % V3924

Sea el punto A(1,1,3) y la recta

r=t
r=4 y=2+t . Hallar:
z=2t



112 ESPACIOS AFIN Y EUCLIDEO
a) La ecuacion del plano perpendicular a A, B, C distintos del origen O de coorde-
la recta r que pasa por A. nadas A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c) respec-
b) La interseccion de este plano con la rec- tivamente, tales que 1/a +1/b+1/c = 1.
ta dada Demostrar que todos los planos ABC ob-

' ‘ tenidos al variar A, B y C verificando las
¢) La distancia del punto A a la recta r. condiciones anteriores pasan por un mismo
Solucién: a) x +y + 2z — 8 = 0, b) P(1,3,2), ¢) punto P cuyas coordenadas se determina-
d=+/5 ran.

39. Hallar el simétrico del punto (2,1,2) con Solucion: P(1,1,1), el planoes § + § + £ =1
respecto al plano z +y —4 =0 45. Hallar la proyeccion ortogonal de la rec-
Solucion: P’(3,2,2 2 =

olucién: P/(3,2,2) ta r : { TrY 13 sobre el plano 7 :
| y—z=

40. Determinar un punto de la recta (z — r+y—2+1=0
1)/2=(y+1)/3 = (2+2)/2 que equidiste po2 g4I s
de los planos 3z +4y—1 =0, 4r—32z—1 = Solucion: —= = —= = &

0. (Es tnica la solucion?.
‘ 46. Hallar un punto C' de la recta r : (t,5 +
Solucioén: t = }—(1 (%, }—(7 711(0) .,
667 IE t,—2t), t € R que forme un trian-
t= 55, (55 50 1o-) gulo rectangulo en A con A(1,4,—1) y
i B(-3,6,0)
41. Para cada t real se considera el plano 7; de
., . 72T =7
ecuacion: (14 2t)x+ (1 —t)y+ (14 3t)z+ Solucion: C(Z’ T 7)
2t — 1 = 0 Demostrar que todos los planos . .
m; pasan por una recta r y hallar la mini- 47. Dado el tridngulo de vértices
ma distancia entre las rectas r y s siendo A(0,1,0), B(1,-1,0),C(3,1, —-2)
=r—1= 1)/2=(z-2)/3.
= (y+1)/2=(2=2)/3 a) Hallar el angulo B
Solucion: @ = 241 gy = A4 5 = X d(r,s) = 2L
olucion: # =57,y = 57,2 = Adlns) = 75 b) Hallar la mediana del vértice A

42. Dados los planos # +y = 0,y + 2 =0, en- Solucién: a) ¢ = arccos ! ~ 759
contrar la ecuacion de un plano que forma V15
angulos iguales con los anteriores. b) % =y—1l=z
Soluciéon: ¢ —z =0,z +2y+2 =0

48. Hallar la recta que corta a las rectas

43. Hallar el area de la proyeccion del triangu- 5 =t
lo de vértices (0,0,0), (2,1,3), (1,1,1) sobre ry { ;—_y __ L T2 V= 2
el plano x +y — 2 = 0. y—=2= 2=1—1
Solucién: S = v/3/3 y es perpendicular al plano 7 : 20 —y+ 2+

3=0

44. En el espacio euclideo, referido a un sis-

tema de coordenadas ortonormal, se eli-
gen sobre los ejes OX, OY, OZ puntos

Solucion: my : x+y—2—3 = 0;m2 : x+3y+2—7=0

=5 _ Y _ , _
s =1 =2 2
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49.

20.

ol.

a) Determinar el valor de los pardmetros
a v b de manera que la distancia entre los
puntos P(1+3a —b,a+b,2 —3a+0b) y
Q(1,2,1) sea minima.

b) Determinar el punto P que da esa mi-
nimaa distancia.

Solucion: a) %, b) (g 2, ;)

Dados el plano 7 : 2xr +y +az = by la

recta 7 : { rHyt+z=1
—r—2y+2=0

a) Determina a y b para que 7 contenga a
7. Soluciéon: a =4,b=3

b) ;Para qué valores de a y b es r paralela
a 7. Solucion: a =4,b# 3

c) i Para qué valores corta r a m. Solucion:
a#4,Vb

a) Determine la distancia del punto
A(12,—1,1) a la recta r que pasa por el
punto P(1,1,1) y tiene como vector de di-

reccion al vector ¥ = (3,4,0).

b) Encuentre qué punto (o puntos) de la
recta r determina (o determinan) junto con
Ay P un tridngulo de area igual a 50 uni-
dades cuadradas.

52.

93.

54.

a)d=10b) t ==+2; (7,9,1);(-5,-7,1)

Hallar la ecuacion general del plano que
contiene al punto P(1,—1,0) y a la recta
. { 6z + 3y + 4z =10

' dr+2y+2=5
—2r—y+z+1=0

Hallar el plano paralelo al plano z +
y + 8 = 1 que contiene a la recta

r—2y—95z=0
20 —y+32 =28

r+y+82—-8=0

Se consideran las rectas:

e
r+y—2=0

a) Hallar la recta t de direccion perpendi-

r—y=4
20 —y="7

cular a las direcciones de r y s, que pasa
por el origen.

b) Hallar las coordenadas del punto de in-
terseccion de la recta s con la recta ¢ si

existe.
T =\

a)t:g y=-X\ ; (3,—1,-1)
z=0

b) Se cruzan






Capitulo 7

PROBABILIDAD

7.1. Introducciéon

Fenémeno aleatorio es aquel en el cual es imposible predecir el resultado en cada realizacion
u observacion; ej: lanzar una moneda, extraer una carta de una baraja, niimero de nacimientos de

una ciudad en un mes, etc.

Calculo de probabilidades es el modelo tedrico de las regularidades que se observan en los
resultados de los fenémenos aleatorios cuando crece el nimero de pruebas.

7.2. Sucesos

El conjunto de todos los resultados asociados a un experimento aleatorio se llama espacio
muestral y se suele representar por £

c
Ejemplo Escribir el espacio muestral del lanzamiento de una mo- . < ¢ <+
neda tres veces a) por extension, b) mediante diagrama en arbol. c
a) E = {ccc,cc+,c+ ¢, +ce,c+ +,+c+,+ + ¢, + + +} +<+
Suceso es todo subconjunto del espacio muestral. Por ejemplo, en® . < c
el experimento lanzar un dado E = {1,2,3,4,5,6}, son sucesos N < +
"salir par”, “salir menos de 3”.

c
+<_

_'_
Se dice que un suceso se ha verificado cuando al realizar la experiencia aleatoria correspondiente,

el resultado es uno de los elementos de ese suceso. Si al tirar el dado sale un 6 se han verificado,
entre otros, los sucesos {6}, {salir par},{5,6}, E.

Los sucesos formados por un solo elemento se llaman sucesos elementales, por ejemplo {6}.
El espacio muestral se llama también suceso seguro, el suceso () se llama suceso imposible.

Hemos considerado los sucesos como conjuntos, por tanto hablaremos de:

115
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inclusién C: A C B (se lee A contenido en B), si todos los elementos de A estan en B
union U: AU B se forma juntando los elementos de A y de B

interseccion N: AN B esta formado por los elementos comunes a los dos
complementario A: los elementos restantes que no estan en A.

Existen también denominaciones propias del lenguaje de sucesos:

A C Bes A= B (se lee A implica B), la verificacion del suceso A implica la del suceso B;
ej A = salir miltiplo de 3, B = salir mas de 2.

AU B se verifica el suceso A o el suceso B, se verifica al menos uno de los dos

AN B se verifica el suceso A y el suceso B

El complementario A del suceso A se llama suceso contrario.

Dos sucesos disjuntos, sin ningtn elemento comin: AN B = () se llaman incompatibles.

7.3. Frecuencia de un suceso

Prueba es cada realizacion de un experimento aleatorio. Sea un experimento aleatorio del que
se han realizado N pruebas. Si el suceso A aparece n veces se dice que en la referida muestra de
N pruebas la frecuencia relativa del suceso A es fr(A) = %

Observamos que: (podemos pensar en el lanzamiento 20 veces de un dado: A =salir par)

1) La frecuencia relativa de un suceso esta comprendida entre 0 y 1.

2) La frecuencia relativa del suceso seguro es 1.

3) La frecuencia relativa de la unién de dos sucesos incompatibles es la suma de las respectivas

frecuencias: ssANB =10, fr(AUB) = fr(A)+ fr(B)

Por otro lado si por ejemplo se lanza una moneda 50 veces y salen 28 caras, no tiene por qué
ocurrir que al repetir las 50 tiradas vuelvan a salir 28 caras, o sea, las frecuencias relativas suelen
variar en cada serie de pruebas.

No obstante al aumentar el nimero de pruebas se tiene el siguiente resultado practico llamado
ley del azar : las frecuencias relativas de los sucesos tienden a estabilizarse alrededor de ciertos
nimeros, a estos nimeros se les suele llamar probabilidad de los respectivos sucesos.

7.4. Probabilidad

Es el modelo teorico de las frecuencias relativas. Por tanto la probabilidad de un suceso es un
numero entre 0 y 1 y cumple las condiciones:

1) p(F) = 1, la probabilidad del suceso seguro es 1.

2) dados A, B sucesos incompatibles : p(A U B) = p(A) + p(B), es decir la probabilidad de la
unién de sucesos incompatibles es la suma de las probabilidades.

Probabilidad de Laplace es la que asigna a cada suceso elemental la misma probabilidad, por

tanto la probabilidad de un suceso elemental es N siendo N el nimero de sucesos elementales.
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Entonces si el suceso A es la unién de n sucesos elementales tendremos:

casos favorables

n
A)=— t lab A) =
p(4) N 0 en otras palabras p(4) casos posibles

Por ejemplo en la extraccion de una carta de una baraja espanola, la probabilidad de que salga
10

40

Probabilidad estimada, empirica o a posteriori de un suceso es la frecuencia relativa de la

un basto es p(B)

aparicion del suceso cuando el niimero de observaciones es muy grande.

Por ejemplo a la vista de la producciéon de un gran nimero de piezas, una fabrica encuentra que
el 20 % de los cerrojos producidos por una determinada maquina son defectuosos para unos ciertos
requerimientos. Parece logico asignar una probabilidad 0’2 de obtener un cerrojo defectuoso.

Propiedades de una probabilidad:

Las demostraciones se deducen de las condiciones de la
definiciéon de probabilidad.

1. La probabilidad del suceso imposible es 0: A N
p(0) =0,
2. Para el suceso complementario se cumple:
p(A) =1—p(4)

3. Para la uniéon de dos sucesos cualesquiera se tiene:

p(AU B) = p(A) +p(B) —p(AN B)

Ejemplos

1. Hallar la probabilidad de que salga bastos o figura al sacar una carta de una baraja espanola
(40 cartas).

10
A = salir bast A) = —
salir bastos, p(A) 0

. 12

B = salir figura (sota, caballo, rey), p(B) = 0

10 12 3 19

p(AUB) =p(A) +p(B) —p(ANB) = 20 a0 " 10 " 10
2. Un dado ha sido manipulado de manera que la probabilidad de obtener un nimero es pro-
porcional al mismo. Hallar la probabilidad de que se obtenga un ntimero par al lanzarlo una

vez.

Repartir proporcionalmente al nimero de la cara:
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1
) p(1) = 1-%
9 p(2) =257
, N L p(3) =35
4 Hay que repartir toda la probabilidad, o sea, 1 entre 21: — 7
5 21 p(4) = 45
) p(5) = 5-%
6) =657
suma 21 p(6) 2

2 4 6 12

p{par } =p{2} +p{} +p{6} = 7+ 5- + 57 = 57

3. La probabilidad de que un alumno apruebe Matemaéticas es 0’6 y la de que apruebe Lengua

es 0’5 y la de que apruebe las dos es (/2. M

a) Hallar la probabilidad de que apruebe alguna (es decir, L
al menos una).

b) Hallar la probabilidad de que no apruebe ninguna.

c) Hallar la probabilidad de que apruebe Matemaéticas y no
Lengua.

a) p(MUL) = p(M)+p(L)—p(MNL) = 0'6+0'5—0'2 = 0'9

b) p[(MUL)] =1— 09 =01

c) M =(MnNL)U(MnNL) disjunta; p(M N L) = p(M) — MNL
p(MAL)=06—02=04

N L

4. Una urna contiene 25 bolas blancas de madera, 36 blancas de cristal, 39 bolas rojas en total,
y 32 de madera en total.

a) Hallar el namero total de bolas.

Si se elige al azar una bola:

b) (Cuél es la probabilidad de que sea blanca?.

c¢) ;Cuél es la probabilidad de que sea roja y de madera?.
d) {Cuadl es la probabilidad de que sea blanca o de cristal?.

rojas | blancas
madera 7 25 32
cristal 32 36 68

| 39 | 61 | 100

Consideremos los sucesos B = extraer bola blanca, M = extraer bola de madera, R = extraer

a) Completamos el cuadro:

bola roja. Entonces:

b) p(B) = 61/100 = 0'61
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¢) p(RN M) = 7/100 = 0'07
d) p(BUC) =p(B) +p(C) —p(BNC) =093

Nota Consideremos los sucesos A aprobar la asignatura A, B aprobar la asignatura B.
A B A B A __B A B
g J ~a
/
/ N
! I
\
/
\\\ //
AU B unién = . ..
A — aprucba A aprueba A o B — AN B interseccion = aprueba A o B pero no las

B = aprueba B

aprueba Ay B =

ba al =
aprueba alguna aprueba las dos

aprueba al menos una

dos =
aprueba una sola

A B A B

A B

A = contrario de A =
no aprueba A =
suspende A

B = contrario de B = B
contrario de AN B = aprueba A y sus-

ba B =
no aprueba pende B

suspende B

A B

A B

(AUB) = ANB = lo con-
trario de aprobar alguna
= no aprueba ninguna =
suspende las dos

7.5.

(AN B) = AUB = lo con-
trario de aprobar las dos =
suspende alguna

Sucesos dependientes e independientes

Ejemplo Una caja contiene 10 piezas, de las cuales 4 son defectuosas.

I) Hallar la probabilidad de extraer dos defectuosas consecutivas

a) sin devolver la primera.

b) devolviendo la primera.

AN B = suspende A y
aprueba B

IT) Sin devolver la primera, hallar la probabilidad de obtener una de cada tipo.

A = extraer pieza defectuosa ; B = extraer pieza no defectuosa
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I) Para hallar la probabilidad de una rama se multiplican las probabilidades de la rama:

a) Sin devolucion, sucesos dependientes: b) Con devolucién, sucesos indepen-
4 3 2 . _
p(A; N Ag) = p(Ar).p(As/Ay) = 05" 15 dientes: L4
p(A1 N Az) =p(A1).p(ds) = —.— =
10 10
4
25

3/9- A 4/10- A
®@A£B ®@A%B
A A

B B

IT) Como es la uniéon de varias ramas, se suman las probabilidades de las ramas favorables:

4
10

6 4 24
9 45

6,60 4_
9 10

A
<Z g pl(AiNBy)U(B1NAy)] = p(AiNBy)+p(B1NAy) =
éA%

Dos sucesos A y B son independientes si la realizacion de uno no varia la probabilidad de la
realizacion del otro;

Si se lanza una moneda y un dado, el salir cara en la moneda es independiente de que salga
par en el dado. Si lanzo una moneda la primera vez la probabilidad de salir cara es 1/2; si la
lanzo la segunda vez la probabilidad de cara sigue siendo 1/2. En cambio si extraigo una carta
de una baraja la probabilidad de salir espada la primera vez es 10/40, si no devuelvo la carta,
evidentemente la probabilidad de salir espada en la segunda no es 10/40, pues ha cambiado la
composicion de la baraja.

Para sucesos independientes la probabilidad de la intersecciéon es el producto de las probabili-
dades: p(AN B) = p(A).p(B)

Dados dos sucesos A, B, se llama suceso B condicionado al A y se representa B/A, al suceso
"realizarse el suceso B supuesto realizado el suceso A”.

Para sucesos dependientes la probabilidad de la interseccion es el producto de la probabilidad
del primero por la probabilidad del segundo condicionado al primero: p(AN B) = p(A).p(B/A)

Ejemplos

1. Para no confundir la velocidad con el tocino se estudi6 una muestra de 100 casos y se
obtuvieron estos datos:

Tocino T' No tocino

Velocidad V 32 48

No velocidad 8 12

Segun estos datos, json independientes los sucesos Ty V7
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80 40
PT) = —.— = (/32
32
VAT) == =032

efectivamente la velocidad y el tocino , V' y T" son independientes.

2. Sean A y B dos sucesos independientes de un espacio de probabilidades. Sean 0’3 y 0'6 sus
probabilidades respectivas. Hallar las probabilidades de cada uno de los sucesos siguientes:

S1 acontece exactamente uno de los sucesos A o B, uno de los
dos pero no los dos. A B
S, acontecen los dos Ay B.

p(S1) =p(AUB — AN B) =p(A) + p(B) — 2p(AN B)
necesitamos p(A N B) que es el 2° apartado, como son inde-
pendientes:

p(ANB)=p(A).p(B) =03-06 =018 = p(S5s)

luego p(S1) =03+ 06 —2-018 =054

3. Sean Ay B dos sucesos, tales que p(4) =3, p(B) =3, p(ANB)= . Calcular:
a) p(AU B)
b) p(A N B)
c) p(A/B) A B
Nota: A representa el suceso complementario
de A.
a) Como vemos en el dibujo AU B es lo
contrario de A N B por tanto p(A U B) =
. 1 19
1-p(ANB)=1- — = —
pANE) 20 20
b) Partiendo de la probabilidad de la unién:
p(AUB) = p(A) +p(B) —p(AN B),
1 1 1 1
sustituyendo: n_3 + — — p(AN B) y despejando queda: p(AN B) = s 1.3

20 4 2 20 4 2 10

) A/B) = =B =

i PANB) _ p(B)-p(ANB) _5-% _ 1
1
3

4. El 40 % de los alumnos de un curso aprueba la asignatura A. De los que aprueban la asig-
natura B, el 30 % aprueba la asignatura A. Ademas el 30 % no aprueba ninguna. Hallar la
probabilidad de suspender B habiendo aprobado A.
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A B
p(A) =04
Sea A "aprobar A” o
Sea B 7aprobar B” p({l/B)i_ 03
p(ANB) =073
p(AUB)=1-p(ANB)=1-03=07
{ p(AUB) = p(A) + p(B) — p(AN B) 0'7 = 04+ p(B) — p(AN B)
_ p(AnB) p(AN B)
(A/B) 03=——=
WE="m) o(B)
0’3 =p(B) —p(ANB) , , 3 9
0'3=p(B)—03-p(B); B) = =; ANB) ==
O W(B) - 03-p(B): p(B) =2 panB) -2
_ 9 19 _ p(BnA4) 3
ANB)=pA) —p(ANB)=04— — = —; BJA) = —="— "7 =10 — (/6786
PANB)=p(4) ~p(ANB) =04 = =5 p(BlA) =TT =
La probabilidad de suspender B habiendo aprobado A es 67’86 %

5. En una urna hay bolas: 4 azules y 3 blancas. Se extraen dos bolas simultaneamente. Hallar
la probabilidad de que sean las dos blancas sabiendo que han salido de igual color.
Llamamos "c¢” a igual color, piden p(BB/cc)

%A 321
A p(BB) =22 ==
7 A p(co) 4 3 N 32 3
B = —.— —.= = =
ﬁB 76 76 7
Para la interseccion tenemos que BB C cc luego p(BB N cc) = p(BB):
Despejando en la expresion: p(BB N cc) = p(BB/cc) - p(ce)
p(BBNee) 1+ 1
p(BB/cc) =————= =L =—
(BB/cc) p(cc) 2 3
Observaciones:

1. Resumiendo:
independientes p(A N B) = p(A).p(B) dependientes p(AN B) = p(B/A).p(A)

2. No confundir sucesos incompatibles (la probabilidad de la unién es la suma de las probabi-

lidades), con sucesos independientes (la probabilidad de la interseccion es el producto de las
probabilidades).Por eso:

Dos sucesos compatibles pueden ser dependientes o independientes. Dos sucesos incompati-
bles necesariamente son dependientes.
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[\)

4. Experimentos independientes simultaneos es situaciéon andloga a

N — O Ot

extraccion sucesiva con devolucion, esto permite utilizar diagrama
en arbol. Por ejemplo se lanza un dado y una moneda. +

ot

1
3. En la extraccion de, por ejemplo, dos bolas de una urna es lo mis- c T
mo: extraccion simultanea de las dos, que extracciones sucesivas sin
devolucion.

7.6. Sistema completo de sucesos

Un conjunto de sucesos {A1, As, ..., A, } es un sistema completo de ESPADAS
sucesos cuando:
1) son incompatibles entre si: A; N A; = ()

n

2) su union es todo el espacio muestral: U A =FE
i=1 COPAS BASTOS

Ejemplo: En la extracciéon de una carta de una baraja, los sucesos
salir copas, salir espadas, salir bastos y salir oros forman un sistema
completo de sucesos.

7.7. Teorema de la probabilidad total

Dado un sistema completo de sucesos {A;, As, ..., A,}. Sea B un suceso, entonces:

= 3" p(B/A)p(A)

Demostracion:

B=(BNA)U(BNAy)U...U(BNA,) union disjunta

p(B) = p(BNA) +p(BNAy)+...+(BNA,) Zp p(B/A;)

En el ejemplo anterior sea F salir figura (sota, caballo, rey), (lla- copas BASTOS

maremos S salir espada)

Por ejemplo p(F/C) =
por tanto:

0’ pues hay tres figuras en las diez copas,

1 12
310, _

p(F) = p(F/C).p(C) + p(F/B).p(B) + p(F/S).p(S) + p(F/0) p(0) = 15754 = 5
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7.8. Teorema de Bayes

Dado un sistema completo de sucesos {A;, Ay, ..., A,}. Sea B un suceso, entonces:
p(B/Ai).p(A:)
P(Ai/B) = ==
>_1 p(B/Ai).p(A:)

Demostracion:

sustituyendo el

(A;/b) = p(AiN B) _ denominador p(A;).p(B/A;)

Pt p(B) por el teorema Y p(A;).p(B/A;)

anterior

Se utilizan las siguientes denominaciones: p(A;) se llaman probabilidades a priori (si no se
especifican se toman iguales), p(A;/B) se llaman probabilidades a posteriori, p(B/A;) se llaman
verosimilitudes.

Ejemplo Una fabrica tiene tres maquinas que producen tornillos, la maquina 1 produce el 10 %
del total, la 2% produce el 60 % y la 3% el 30 % restante.

La probabilidad de que la primera produzca un tornillo defectuoso es 0’20, que lo produzca la
segunda es 0’32 y la tercera 0’16.

a) De una caja de tornillos producidos por esa fabrica tomamos uno, ;Cuél es la probabilidad
de que sea defectuoso?.

b) De una caja tomamos un tornillo y resulta defectuoso. ;Cuél es la probabilidad de que haya
sido producido por la maquina 1¢7

c¢) Probabilidad de tomar un tornillo que sea bueno y de la maquina uno.

Solucion:
sea M, el suceso "tornillo producido por la 1* maquina”; p(M;) = 0'1

sea My el suceso "tornillo producido por la 2* maquina”; p(M,) = 0’6 2

sea M3 el suceso "tornillo producido por la 3 méaquina”; p(M3) = 0’3 D

Suceso: D = "coger un tornillo defectuoso” o
3

las probabilidades del suceso D condicionadas por M, My, M3 son !

p(D/My) = 020, p(D/Ms) = 0'32, p(D/M;) = (0’16
a) Por el teorema de la probabilidad total:
p(D) = p(My).p(D/My)+p(Ms).p(D/Ms)+p(Ms).p(D/M;z) = 0'1-02+0'6-0'324-0'3-0'16 = 0'26

. _ p(D/My)p(My) 01-02 1
by Por Baves pMD) = S5 a0ty 036 13

c¢) p(My N D) = p(D/My).p(My); p(D/My)=1—p(D/M;)=1-02=08
queda: p(M; N D) =0'8-0'1 =008

Otra forma con arbol:
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a) p(D) = suma tres ramas = 0’26

D
M,
o b) p(a/) = L)
® < Y p(3, 11 D) = p(D/My).p(M) = 02 0'1 = 002
D /
p HM/D) = 5 = 15

M3
< D c¢) p(My N D) =p(D/M;).p(M;) =08-01=008
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7.9.

Problemas

. Escribir el espacio muestral correspondien-

te al lanzamiento de un dado dos veces. a)
Mediante diagrama en arbol. b) Por exten-
sion.

. Escribir el espacio muestral correspondien-

te a la suma de puntos en el lanzamiento
de un dado dos veces. ; Tiene la misma pro-

babilidad el 8 que el 37.

Solucion: p(tres) = 2/36 , p(ocho) = 5/36

. Tres cajas tienen las siguientes composicio-

nes: A = 5 bolas blancas y 2 negras, B = 7
bolas blancas y 1 negra y C = 2 bolas blan-
cas y 8 negras. Se escoge al azar una cajay
se extraen dos bolas sin reemplazamiento.
Escribir el espacio muestral.

. Se tiran un dado y una moneda. Hallar la

probabilidad de obtener cruz y nimero pri-
mo.

Solucion: 0’3333

. En una urna hay 3 bolas blancas, 4 negras,

5 rojas y 6 azules. Hallar: a) Probabilidad
de que al sacar una bola sea azul. b) Pro-
babilidad de que al sacar dos bolas sean
blancas. ¢) Probabilidad de que al sacar
dos bolas sean, la primera negra y la se-
gunda roja.

Solucion: a) 0’3333 b) 0’0196 ¢) 0’0653

. Hallar la probabilidad de que al sacar dos

cartas de una baraja espafiola: a) sean 2
oros, sin devolver la primera carta. b) sean
2 figuras, devolviendo la primera carta.

Solucion: a) 0°0576 b) 0’09

. En una clase mixta hay 30 alumnas; 15 es-

tudiantes repiten curso de los que 10 son

10.

11.

alumnos y hay 15 alumnos que no repi-
ten curso. a) Justificar que el nimero de
estudiantes de esa clase es 55. b) Si se eli-
ge al azar un estudiante de esa clase: by)
., Cual es la probabilidad de sea alumno?.
bs) {Cuél es la probabilidad de que repita
curso y sea alumna?. ¢) Si se eligen dos es-
tudiantes al azar jcual es la probabilidad
de que ninguno repita curso?.

Solucion: a) 55 estudiantes, by 25/55, by 5/55,

¢)52/99

. La caja C; contiene 5 fichas azules y 3 ro-

jas, la caja Cy contiene 4 fichas azules y 6
rojas. Se traslada una ficha de la caja C; a
la caja Csy; a continuacion se extrae una fi-
cha de C,. jCual es la probabilidad de que
la ficha extraida sea roja?.

Solucion: p(roja extraccion 2¢ caja) = 51/88

Si se tiene una moneda trucada de forma
que al lanzarla la probabilidad de obtener
cara es 2/3 y la probabilidad de obtener
cruz es 1/3. Se efectta la siguiente expe-
riencia: se lanza la moneda al aire, y si sale
cara se toma al azar un namero del 1 al 9;
si sale cruz se toma al azar un nimero del
1 al 5. Calcular la probabilidad de que al
realizar la experiencia el nimero escogido
sea par.

Solucion: p(n® par) = 042 = !

Dar las definiciones y poner ejemplos de los
siguientes conceptos: i) Experimento alea-
torio ii) Suceso seguro iii) Probabilidad de
Laplace iv) Sucesos incompatibles.

Se lanzan simultdneamente tres monedas
al aire. ;Cual es la probabilidad de que to-
das queden en el suelo del mismo modo?.
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12.

13.

14.

15.

16.

Solucion: p(c) + p(+) = 1/4

Se extraen 3 cartas de una baraja espanola
(40 cartas). Hallar la probabilidad de que
sean 3 bastos; a) sin reemplazamiento; b)
con reemplazamiento.

Solucién: a) P[(1B) N (2B) N (3B)] =
10/40,9/39,8/38 = 0/012 , b) P[(1B) N (2B) N
(3B)] = 10/40,10/40,10/40 = 0015

Se lanzan 6 monedas simultaneamente.
Calcular la probabilidad de que al menos
salga una cara.

Solucion: 63/64

Consideremos la baraja espaniola (40 car-
tas). Extraemos una carta al azar, mira-
mos de que palo es y la devolvemos a la ba-
raja. Repetimos la misma operacion cuatro
veces seguidas. Se pide: a) Probabilidad de
haber sacado dos veces solamente una car-
ta de oros. b) Probabilidad de haber saca-
do mas de dos cartas de bastos. c¢) Hallar
las probabilidades en los dos casos anterio-
res en el supuesto de que no devolvemos las
cartas en cada extraccion.

Solucion: a) 0’2109, b) 0°05078, ¢1) 0'214, c2) 0’041

Tres cajas tienen las siguientes composi-
ciones: A = 5 bolas blancas y 2 negras, B
= 7 bolas blancas y 1 negra y C = 2 bolas
blancas y 8 negras. Se escoge al azar una
caja y se extraen dos bolas sin reemplaza-
miento. Calcula la probabilidad de que las
bolas sean del mismo color.

Solucion: 1/3(11/21 4 3/4+29/45)

Se lanzan dos dados. Calcular la probabi-
lidad de

i) Salir dos 6

17.

18.

19.

20.

ii) Salir nameros consecutivos.

iii) Salir dos nimeros con suma igual a 7.
Solucion: 1) 1/36, ii) 5/18, iii) 1/6

La probabilidad de que un hombre siga vi-
vo dentro de 25 anos es 3/5 y la de que su

esposa lo esté es 2/3. Halle la probabilidad
de que al cabo de ese tiempo

i) Ambos estén vivos.

ii) Solo viva el hombre.

iii) Solo viva la esposa.

iv) Al menos uno esté vivo.

Solucion: i) 6/15, ii) 1/5, iii) 4/15, iv) 13/15

De una baraja de 48 cartas se extraen si-
multdneamente dos cartas. Encuentre la
probabilidad de que:

i) Al menos una sea espadas.

ii) Una sea de espadas y otra de oros.
Solucion: i) 0’4414, ii) 6/47

Se lanza un dado y, a continuacion, una

moneda. ;Cudl es la probabilidad de obte-
ner:

i) Cuatro y cara.

ii) Cruz e impar.

iii) Cara o un ntimero mayor que 1.
Solucién: i) 1/12, ii) 3/12, iii) 11/12

En una urna hay 20 bolas blancas y 10 ne-
gras. Hallar la probabilidad de que al ex-
traer dos bolas, realizando la extracciéon sin

devoluciones, las dos bolas sean del mismo
color.

Solucion: 47/87
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21. Encontrar la probabilidad de que al lanzar Nota: A€ representa el suceso complemen-
dos dados se obtenga: i) Dos seises. ii) Dos tario de A.
niumeros iguales. iii) 8 de suma Solucion: a) /6428, b) 025
Solucion: 1) 1/36, ii) 1/6, iii) 5/36
26. Sean Ay B dos sucesos de un experimen-
22. Una urna contiene 10 bolas blancas, 6 ro- to aleatorio, tales que p(A) = i, p(B) =
jas y 6 negras. Se extrae al azar una bola %7 p(AUB) = %
y se sabe que no es blanca, jcual es la pro- | iSon Av B d nd di .
babilidad de que sea roja?. Se devuleve la FLPOn AY 0s sucesos mdependientes:
Razonese.
bola a la urna y se extrae de nuevo una
bola, jcual es la probabilidad de que sea 2. p(A/B)
. (? —
roja o blanca. Nota: A representa el suceso complemen-
Solucion: i) 1/2, ii) 8/11 tario de A.
23. Se lanza un dado cinco veces y se anotan Solucion: a) son independientes, b) 3/4
los ntimeros obtenidos. ;Cual es la pro- Se | dado do béker sl
babilidad de obtener cuatro ntimeros pri- 27 le an'zbajl(?dvilczs i ca 10 elpo e ecua e:
mos?. ;Cual es la probabilidad de que to- a posibridad de que salga al IEnos Ui as:
dos 1 ( tos?. (Nota:
o ,OS HHTHETos sea'n Com,pueé os?. (Nota 28. Se tienen dos urnas A y B, en la primera
el ntimero 1 se considerara primo). .
hay 6 bolas negras y 4 rojas; en la segun-
Solucion: p(4 primos) = 80/243, p(5 compuestos) da hay 3 bolas negras, 2 rojas y 5 blancas.
= (2/6)° = 1/243 Se lanza un dado y si sale maltiplo de 3
se extrae una bola de la urna A y en caso
24. Sean Ay B dos suc?sos,_tales que p(4) = contrario de la B. ;Cuél es la probabilidad
5 p(B)=? pAUB)=} -
2 57 4 de que al extraer una bola sea roja?.
L p(B/A) Solucion: 4/15
2. p(A/B)
- 29. Se lanzan a la vez 20 dados. Calcular las
Nota: A representa el suceso complemen- .
) probabilidades:
tario de A.
Solucion: a) 1/2, b) 3/8 i) Solo salga el mimero 6.
ii) Salgan solo nimeros pares.
25. Sobre los sucesos A y B se conocen las si-

guientes probabilidades:

p(A) = 0'7; p(B) = 0'5;
0’45

p(AN B) =

Calcular:

a) p(B/A)
b) p(A° N BE)

30.

Un dado esta trucado de forma que la pro-
babilidad de sacar 2 es doble que la de ob-
tener 1; la de sacar 3 es triple que la de 1;
la de 4 cuadruple que la de 1 y asi sucesi-
vamente. ;Cudl es la probabilidad de sacar
47.

Solucion: 4/21
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31.

32.

33.

34.

35.

En una clase, el 40 % aprueban Filosofia
y el 50 % Matematicas. Ademas, la pro-
babilidad de aprobar la Filosofia habien-
do aprobado las Matematicas es 0’8. Prue-
ba que la mitad de la clase suspende am-
bas asignaturas y calcula el porcentaje de
alumnos que teniendo aprobada la Filoso-
fia aprueban también las Matematicas.

Solucion: a) 0’5 b) el 100 %

De una baraja espanola de 40 cartas se ex-
traen 4 sucesivamente sin reemplazamien-
to. Calcular la probabilidad de que sean
del mismo palo.

Solucion: 4(10/40)(9/39)(8/38)(7/37) = 0’009

La probabilidad de aprobar la asignatura
A es 1/2 y la de aprobar la asignatura A
habiendo aprobado la B es 2/3 . Ademas,
la probabilidad de aprobar las dos es 2/5 .

a) Hallar la probabilidad de aprobar una
asignatura y suspender la otra.

b) Calcular la probabilidad de aprobar A,
habiendo suspendido B.

Solucion: a) 3/10 b) 1/4

En un grupo de estudiantes, un 40 % sabe
inglés y alemén, un 10 % sabe inglés pero
no aleman y, entre los que saben aleman,
2/3 sabe inglés.

a) ;Qué porcentaje sabe aleméan?

b) ;Qué porcentaje sabe alguno de los dos
idiomas?

Solucion: a) 60 b) 70

En un cierto edificio se usan dos ascenso-
res; el primero lo usan el 45 % de los veci-
nos y el resto usan el segundo. El porcenta-
je de fallos del primero es del 5 % mientras

36.

37.

38.

39.

40.

que el del segundo es del 8 %. Si en un cier-
to dia un inquilino queda “atrapado” en un
ascensor, hallar la probabilidad de que ha-
ya sido en el primero.
=034

A 225
Solucioén: 235 £ 440

Dos personas A y B organizan el siguien-
te juego: Tiran un dado tres veces. Si sale
algin 1, gana A. Si no sale ningun 1, ga-
na B. ;Cual de las dos personas tiene mas
probabilidades de ganar?

Solucién: p(B) = (5)* = 0'5787 > 05 gana B

Dos amigos A y B juegan al tenis entre
sf habitualmente. Han comprobado que de
cada 10 sets A gana 6. Hallar la probabili-
dad de que B gane un partido a tres sets.

Solucion: arbol incompleto AA, ABA, etc 0'352

Pepe es el encargado de tirar los penaltis
en su equipo, su probabilidad de hacer gol
es 1/3. ;Cuéntas veces le deberd mandar
repetir el lanzamiento de un penalti el arbi-
tro del proximo encuentro para garantizar
a Pepe un 75% de posibilidades de hacer
gol?

Solucién: 1 — (%)" >=075n=4

El 45% de los habitantes de una determi-
nada ciudad son del Barga y los demas son
del Madrid. Un 27% de los del Barca y
el 38% de los del Madrid ademas juegan
al fatbol. Calcular la probabilidad de que
al elegir un habitante: a) Juegue al fatbol

b) Sea del Barga sabiendo que no juega al
fatbol.

Solucién: a) 0’33, b) 0’4906
E1 80 % de los turistas que el ano pasado vi-

sitaron nuestra region eran espanoles y de
estos el 40 % tenian méas de 60 anos. De los
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41.

42.

extranjeros el 75 % tenia mas de 60 anos.
Escogida una persona al azar, se pide: a) Si
no es espanol, jcuél es la probabilidad de
que tenga menos de 60 anos? b) Si es espa-
nol, jcudl es la probabilidad de que tenga
més de 60 afos? ¢) Cudl es la probabilidad
de que tenga méas de 60 anos?

Solucién:

< 60
es <
> 60
® .
< 60
ext <
> 60
a) p(< 60/ext) =025

b) p(> 60/es) = 0'40

¢)TPT p(> 60) = 0’8 - 0/4 + 0'2 - 0'75 = (/47

Ana, Pedro y Juan se reparten los proble-
mas que tienen que resolver. Se quedan res-
pectivamente con el 23 %, 44 %, y 33 %. Sa-
bemos que Ana resuelve correctamente el
60 % de los problemas que intenta, Pedro
el 20% y Juan el 40 %. a) Hallar la pro-
babilidad de que al elegir un problema al
azar esté mal hecho. b) Hallar la probabi-
lidad de que al elegir un problema al azar
y que resulta que estd mal resuelto sea de
los hechos por Juan.

Solucion: a) 0’642, b) 0’308

Los datos de votantes en unas elecciones
muestran que voto el 73’5% de los hom-
bres censados y que no voté el 42’9 % de
las mujeres. El censo era de 48 % hombres
y el 52 % mujeres.

De entre todas las personas censadas, es-
cogemos una al azar. Calcular la probabi-
lidad de que esta persona: a) Haya votado.
b) Haya votado y sea hombre. ¢) Sabiendo
que ha votado, sea mujer.

Solucion: a) 0’649, b) 0’352, ¢) 0'457

43.

44.

45.

Una fabrica produce tres tipos diferentes
de boligrafos, A;B y C. El niimero de uni-
dades de cada tipo que produce es el mis-
mo. Salen defectuosos de cada mil 15 del
tipo A, 3 del tipo B y 7 del tipo C. En un
control de calidad se detectan el 70 % de
todos los boligrafos defectuosos de tipo A,
el 80 % del tipo B y el 90 % del tipo C. Los
boligrafos defectuosos detectados en dicho
control se tiran. Si se saca al azar uno de
estos boligrafos defectuosos que se han ti-
rado, calcular la probabilidad de que sea
de tipo A.

T= boligrafo defectuoso tirado

1 15
A = defectuoso de A p(4) = = - 0
3 1000
1 3
B = defectuoso de B p(B) = = - ——
3 1000
C = defectuoso de A p(C) = = - —
! — defectuoso de _ .
b 31000
p(A/T) =
p(1/App(A) )
p(T/A)p(A) +p(T/119)p(11_3) +p(T/C)p(C)
/ 5}
07 3 " 1000 _
115 I 17
0735 1500 70’83 1900 709" 3 - 1000
0’546

Dos profesores comparten un ntmero de
teléfono. De las llamadas que llegan, 2/5
son para A y 3/5 son para B. Sus ocupa-
ciones les alejan de este teléfono, de modo
que A esté fuera el 50 % del tiempo y B el
25%. Calcular la probabilidad de que no
estd ninguno para responder al teléfono.
Llaman por teléfono y no lo cogen, cuél es
la probabilidad de que llamen a A.

Solucion: a) 0’35, b) 057

El despertador de Pepe no suena el 20 %
de las veces. Cuando no suena el desperta-
dor llega tarde a clase el 84 % de los dias,
en cambio cuando suena llega tarde solo el
12%. Hoy Pepe ha llegado puntual, cual
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46.

47.

48.

es la probabilidad de que haya sonado el
despertador.

Solucién: 0’956

La fabricacion de cierto tipo de objetos se
hace en dos fases, la probabilidad de que
resulte defectuoso en la primera fase es del
4 % mientras que en la segunda es del 1 %.
., Cual es la probabilidad de que un objeto
tomado al azar no tenga defectos?

Solucion: por arbol en dos fases p(nodef) =
096,099 = 0"9504

Tenemos tres bolsas iguales, la A con 13
bolas negras y 15 blancas, la B con 16 bo-
las negras y 12 blancas y la C con 7 bolas
negras y 13 blancas

a) Se coge una bola de una bolsa al azar y
resulta negra, jcual es la probabilidad de
que provenga de la bolsa A.

b) Hallar la probabilidad de que la bola
extraida sea blanca.

Solucion: a) Bayes (vuelta atras de arbol)

65
A/n) = — = /9¢
p(A/n) T4 0'33
113

b)arbol normal p(b) = 575
El test para detectar una sustancia con-
taminante en agua, presenta los siguientes
resultados: si el agua no esta contamina-
da, suceso que ocurre con una probabili-
dad igual a 0,99, el resultado del test es
que el agua esta contaminada con una pro-
babilidad igual a 0,05. Cuando el agua es-
ta contaminada, el test lo detecta con una
probabilidad igual a 0,99. Se ha realizado
una prueba y el test indica que hay conta-
minacion. Calcular la probabilidad de que
el agua no esté realmente contaminada. In-
terpretar el valor numérico obtenido.

49.

50.

El test detecta que el agua estd contaminada,
cuando en realidad no lo esta el 83,33% de las

veces. Se trata de un mal producto.

Una urna A contiene 3 bolas blancas y una
negra y otra urna B contiene 5 bolas ne-
gras y 7 blancas. Se extraen dos bolas de la
urna A y, sin mirar el color, se introducen
en la B. A continuacion se extrae una bola
de la urna B.

a) ;Cudl es la probabilidad de que esa bola
sea negra?

b) Si la bola extraida ha sido negra, cuél
es la probabilidad de que las dos bolas pa-
sadas de A a B fueran blancas.

a) arbol p(N) = 11/28,

b) Bayes: p(pase2blancas/extraernegra) =
t 32
3
11

extraernegra BT e 5
P(Gasesptancas )P(pase2blancas) 5 (§3) _ 140

p(extraernegra) 5 — 308

En quimica clinica son particularmente in-
teresantes los llamados coeficientes falso-
positivo y falso-negativo de un test. Ta-
les coeficientes son probabilidades condi-
cionadas. El coeficiente falso-positivo a es
la probabilidad de que el contraste resulte
positivo cuando de hecho el sujeto no pade-
ce la dolencia. El coeficiente falso-negativo
B se define de manera anéloga. Cada una
de estas probabilidades es una probabili-
dad de error; por tanto, cabe esperar que
los valores obtenidos en la practica sean
proximos a cero.

Los resultados siguientes se obtuvieron en
un estudio disenado con el fin de averiguar
la capacidad de un cirujano patoélogo pa-
ra clasificar correctamente las biopsias qui-
rirgicas como malignas o benignas (TF =
diagnostico es positivo; R™ = la biopsia es
en realidad maligna)
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T | T~
RY |79 |19
R~ 7 |39

Determinar o y [ a partir de estos datos.

Solucioén:

7
_ ip—y oo _
« = HTHE) = g = oo g
T /RY) = =2 = 0193
P/ = o
T+ T
I B=p(T /R")
R | a=pT" /R




Capitulo 8

VARIABLES ALEATORIAS.
DISTRIBUCIONES BINOMIAL Y
NORMAL.

8.1. Variable aleatoria. Funcion de distribucién de probabi-

lidad

Variable aleatoria es el modelo matematico de la variable estadistica. Se dice que hemos definido
una variable aleatoria X (v.a.) para un experimento aleatorio cuando hemos asociado un valor
numérico a cada resultado del experimento.

Ejemplo Imaginese un juego de apuestas con estas normas: Se lanza un dado normal y se cobra
3 euros si sale 1 0 2, 1 euro si sale 4, 5 0 6 y se pagan 5 euros si sale un 3. Se lanza el dado 60
veces y se obtienen los siguientes resultados:

3,4,6,1,3,1,1,5,6,6,1,1,6,1,5,6,2,2,3,2,6,4,6,2,5,6,1,1,3,2 4,5
53,256,535 261,46, 1,55,55243 3. 145 226
Se considera la variable estadistica que dé las ganancias y pérdidas:
Hacer la tabla de frecuencias absolutas y relativas.
NUMEro | var. estad. frecuencia frec. relativa
X n; f;
nimero |1 2 3 4 5 6 {3} -5 8 0’13
frecuencia ‘ 11 10 8 6 13 12 {456 } 1 31 0’51
{12} 3 21 0’35
YN; =60

Ejemplo

Considérese el juego anterior: Se lanza un dado normal y se cobra 3 euros si sale 1 o 2,

1 euros si sale 4, 5 0 6 y se pagan 5 euros si sale un 3. La v.a. que describe las posibles ganancias
en este juego es X (1) =3,X(2) =3,X3)=-5,X(4)=1,X(5) =1,X(6) =1.

133
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A cada valor que toma la variable le asociamos la probabi-
lidad del suceso que representa asi obtenemos la tabla de
probabilidades de una variable aleatoria discreta:

x; | —H 1 3

pi|1/6 3/6 2/6 1/6

-5 —4 -3 -2 -1 1 2 3

Tomando intervalos de longitud uno con centro en los valores de la v.a. x; tenemos el histo-
grama de probabilidad de la v.a. X.

En el histograma de probabilidad la suma de las areas de los rectangulos hasta un valor x;
(incluido el suyo) da la probabilidad p(X < z;).

Funcioén de distribuciéon de la v.a. X es la funcién que a cada ntimero le asigna la probabilidad
acumulada hasta ese ntimero, se suele expresar: F'(x) = p(X < z)
En el ejemplo: F(2'5) = p(X < 25) =p(X = —5)+p(X =1) =1 +2

8.2. Relacion entre variables estadisticas y aleatorias

Para muestras grandes las frecuencias relativas tienden a las correspondientes probabilidades,
lo cual nos permite considerar a las funciones de probabilidad como el modelo tedrico de las
frecuencias relativas, que son las que se pueden obtener en la practica. Es lo que llamabamos
probabilidad empirica.

Asi por ejemplo en el problema que veremos mas adelante:

"En la fabricacion de automéviles de una determinada marca de cada 1.000 fabricados 10
resultan defectuosos por término medio. ;Cual es la probabilidad de que en un lote de cuatro
automoviles mas de la mitad sean defectuosos?”

Se toma como probabilidad de que un automovil resulte defectuoso p = 10/1000 = 0/01.

8.3. Parametros de una variable aleatoria discreta

Recordemos que: la media de un conjunto de ntimeros es la media aritmética. La desviacion
tipica es la raiz cuadrada de la varianza. La varianza es la media de los cuadrados de las desviaciones
de los datos respecto a la media.

. . . ) 2axin;
Media de una variable estadistica es: media Z = ZZ L =Y fi
i
o , . Y(x; — 7)%n;
Desviacion tipica: (des. tip.)? = % = Y(x; — 2)*.fi = Baf fi — 7°
n;

Que se corresponden con los los parametros una variable aleatoria discreta:
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o
Esperanza matematica o media: p = inpi
—00
[ee] o0
Varianza: o° = Z(xl —p)*p; = Z rip; — p
—00 —00

Desviacién tipica: o = Vv varianza

Intuitivamente, si la variable aleatoria describe las ganancias y pérdidas de un determinado
juego, la esperanza indica la ganancia media por partida que puede esperar un jugador. Si la
esperanza es cero se dice que el juego es equitativo; en caso contrario, es favorable o desfavorable
al jugador segin que la esperanza sea positiva o negativa.

La desviacion tipica determina, junto con la esperanza, el intervalo [ — o, u + o] en el que se
espera se produzcan "la mayoria de los resultados”.

En el ejemplo resultaria:

1 3 2 4
E(X)=>(-5)+=1+23===0666
(X) 6( )+6 +6 6,

1 3 2 4 260
2= (=524 2124232 (=) == =17222: = V7222 = 2/68
=50+t 6 36 7

8.4. Distribucién binomial

Ejemplo En una bolsa hay 2 bolas blancas y 3 negras. Hacemos tres extracciones con devolucion.
Consideramos el nimero de bolas blancas que salen.

VARIABLE ESTADISTICA

Se han hecho 10 series de 3 extracciones con devoluciéon de una bolsa con 2 bolas blancas y 3
negras. Consideramos el niimero de bolas blancas que salen en cada serie.

Supongamos que el nimero de bolas blancas en cada serie ha sido respectivamente: 1, 1, 1, 3,
1,2,2,0,2 0.

a) Hallar las frecuencias relativas y hacer un diagrama de barras de ancho uno.

b) Hallar la media y la desviacion tipica.

VARIABLE ALEATORIA

Se hacen 3 extracciones con devolucion de una bolsa con 2 bolas blancas y 3 negras. Conside-
ramos el nimero de bolas blancas que pueden salir.

a) Hacer el diagrama en arbol de la experiencia aleatoria.

b) Hacer la tabla de probabilidades y el histograma de probabilidad.

c¢) Calcular la media y la desviacion tipica

Solucién:

VARIABLE ESTADISTICA
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A
1 .
a) . .
. frecuencias relativas
frecTenc‘las‘abs‘olutas < | 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3
x[0]112]3 -
f; 10°2]04|03 |01
n; | 2 ‘ 4 ‘ 3 ‘ 1 ‘ ‘ ‘ ‘_-‘_,
-1 1 2 3 4
b)
v fi . fi 55? a:ff,
0 02 0 0 0
1 04 04 1 04
2 03 0’6 4 172
3 01 0’3 9 0’9
Media: & = Xz, f; = 13
Desviacion tipica: o = \/Xa?f; — 72 = V25 — 1/32 = V0’81 = 0'9
VARIABLE ALEATORI/}) )
3 probabilidad
= 0'064 x| 0 | 1 ] 2 | 3

0216 | 0'432 | 0'288 | 0°064

2
p(3 blancas) = (S
3

2\* 3 Pi
2 @ ];7 p(2 blancas) = 3 - (5) F = 0’288
2 ? !
B<N p(1 blancas) =3 - — - (§> = 0'432
N B 35 3 5 —— [T
N
<N p(0 blancas) = (5) = 0216 - ! 23
c)
Ti P Li-Pi a7 3 .pi
0 0216 0 0 0
1 0432 0432 1 0432
2 0288 0’576 4 1’152
3 0064 0192 9 0’576
Yaip; = 12 Yl.p; = 2'16

Media: p = Ya;p; = 12

Desviacion tipica: o = \/Sa?p; — p2 = V2/16 — 122 = V(/'72 = /84852

Ejemplo En el lanzamiento de un dado se considera éxito obtener 5 o mas puntos y fracaso

lo contrario, por tanto probabilidad de éxito: p = % = %, probabilidad de fracaso: ¢ = %

Supongamos que se hacen 10 pruebas.
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Se trata de la distribucion binomial B(10, %), consideremos la variable aleatoria: X = nimero
de éxitos en las 10 pruebas

Hallemos la probabilidad de tener 4 éxitos (y por tanto 6 fracasos), o sea de X = 4:
La probabilidad de tener 4 éxitos y 6 fracasos en un orden determinado, como los lanzamientos
son independientes, es: p.p.p.p.q.q.q.q.q.q¢ = p*.q° ; como el orden no nos importa el suceso tener

cuatro éxitos es la union de los sucesos del tipo anterior, hay < 4) de estos sucesos (que son
las posibilidades de "escoger” las cuatro tiradas con éxito entre las 10) por tanto la probabilidad

1
buscada de X = 4, es sumar (40) veces la cantidad p*.q°:

10 1\ /2\°
X =4)= 15 =210.(=) .[=]) =07868

En general:

Distribuciéon binomial B(n,p): Es la distribucion de probabilidad de una variable aleatoria
discreta que tiene las caracteristicas:

1) En el experimento aleatorio hay dos resultados posibles "éxito” de probabilidad p y su
contrario "fracaso” de probabilidad ¢ = 1 — p. Las probabilidades no cambian en las sucesivas
pruebas.

2) La variable aleatoria discreta es: X = namero de éxitos en n pruebas,

Entonces la probabilidad viene dada por:

n
p(X:x):( )~pm~q”_:”conq:1—p

i

Los pardmetros de la binomial son: g = n.p, 0% =n.p.q

Ejemplo En la fabricacion de automoviles de una determinada marca de cada 1.000 fabricados
10 resultan defectuosos por término medio. Cual es la probabilidad de que en un lote de seis
automoviles

a) haya 2 defectuosos

b) méas de la mitad sean defectuosos

¢) haya alguno defectuoso

d) hallar la media y la desviacion tipica

Sea p = 0’01 la probabilidad de ser defectuoso; B(6,0/01)

6
a) p(X =2) = <2>p2q4 =15-001%-0'99* = 0'0014

) pX 2 4) = (X = )+ p(x = 3) +00x = 0) = () + ()i + (Q)od -
15-0'01* - 0'99° 46 - 001° - 0'99 + 0'01° = 1’4761 - 10~"

¢) Mejor hacerlo por suceso contrario: p(X > 1) =1—-p(X =0)=1— (6)p0q6 =1-1-099% =
1 —0'9414 = 0'05852
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d) u=6-001=006, 0>=6-001-099=00594 o =+0059%4

nota: !

8.5. Variable aleatoria continua

Hasta ahora hemos visto casos en los que la variable aleatoria toma unos valores concretos. En
estos casos se llama variable aleatoria discreta.
Pero hay otra posibilidad:

Ejemplo Lugar de rotura de una cuerda de 3 m al tirar de un extremo estando el otro fijo. El
espacio muestral es £ = conjunto de lugares de rotura = [0, 3]. Consideramos la variable aleatoria:
X =longitud del punto de corte al punto fijo.

Vemos que la variable aleatoria puede tomar cualquier valor del intervalo [0, 3]. En este caso se
llama variable aleatoria continua
X =longitud del punto de rotura al extremo fijo, toma cualquier valor entre 0 y 3.

casos favorables

Consideremos: probabilidad = - ; la probabilidad de que se rompa en un punto
casos posibles
) casos favorables 1
determinado, X = x, es cero pues en este caso - = - — = (. Por ello:
casos posibles infinito

Lo que podemos considerar es la probabilidad de que
la v.a. tome un valor menor o igual que uno dado, por 1

ejemplo que se rompa antes de 2’5 metros. 13

. !/
p(X < 25) = longitud favorable 2’5

longitud posible 3

8.6. Funcién de densidad de probabilidad de una v.a. conti-

nua

Para una v.a. continua no tiene sentido hablar de probabilidad de que la variable tome un
determinado valor porque habria que dividir por "infinitos” casos posibles
Entonces como modelo tedrico del poligono de frecuencias relativas, se introduce el concepto

de funciéon de densidad de probabilidad f:

1Pueden ser ttiles las siguientes propiedades de los ntimeros combinatorios:

m_m_(h m\ [ m 1 2 1
h) A h) \m-—nh 1 3 3 1
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La probabilidad viene dada por p(X < z) = area
bajo la funcién densidad entre el inicio de la gra-
fica y el valor z. f

funcién de densidad de probabilidad f(x) que in-
dica la cantidad de probabilidad en esa zona:

T
Entonces

F(z) = p(X < x) = / f(t)dt, o sea la funcion de el drea vale F'(z)

distribucion es el area ba:jo la curva f(t) entre el inicio
de la grafica y el valor x.

Por tanto se cumple que una funciéon de densidad siempre es positiva y ademas:

/ f(z)dz =1, o sea el area desde el principio hasta el final vale 1.

Funcioén de distribucion de la v.a. X es la funcién que a cada ntimero le asigna la probabilidad
acumulada hasta ese nimero, se suele expresar: F(x) = p(X < x)

8.7. Parametros de una variable aleatoria continua:

o0

Media o Esperanza matematica: p = / x.f(z)dx

[e.e]

Varianza: o2 = /00 (x — p)’f(z)de = /OO 22 f(z)dx — p?

—0o0 —0o0
Desviacion tipica: o = vV varianza

Ejemplo Se define la siguiente funcion:

f() = {x/él si 1<x<3

0 en otro caso
a) Comprobar que se cumplen las condiciones de funciéon densidad.
b) Representar graficamente.
c¢) Calcular p(1/2 <z < 2)
d) Calcular la correspondiente funcion de distribucion y representarla.
e) Calcular la media y la varianza

Solucién:
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.-
) p(1/2

d) F(z)
5, -

F(z) =

oo 3
a) f es siempre positiva y / flx)dx = / Z =
—0o0 1
9 1
R |
8 8 1) f
2 237 22 3 /\
<gx<2)= dr = =] ==
<e<y= [ gwa= [5=5] =5 ! —
€T Z‘t
=pX < 7)) = f(t)dt :/ “dt =
. .4 -
2?2 1 1
8 8
0 stox <1 1 3 4
2?/8—1/8 si 1<z<3
1 st x >3
> s 13 #1° 21 1 26 13
dia p = = == 2dr = | = == =21
¢) media y /_ooxf(x)dx /1:” 4/1x . [12}1 2 12 12 6 0
3 2 2
5T 13 13 ,
To(2) =5 (2 — (/30
[ (5) -

varianza o2 = / 22 f(x)dw — p?

8.8.

— 00

Distribucién normal

La variable aleatoria continua mas utilizada es la
normal su funcién de densidad de probabilidad es:

1 _(z—w)?

fla) = — e 5

_0’ 2T

Se suele expresar N(u,0); los pardmetros p y o

son respectivamente el valor medio y la desviacion
tipica, la curva se llama campana de Gauss.

La normal N(0,1) tiene de funcion densidad: 1
— N(0,1)
1 e v2r
fla)= =%
2T f(X)
cuyos parametros son u = 0,0 = 1, y tiene las
-2 -1 1 2

probabilidades acumuladas por f(x) tabuladas.

Utilizacion de la tabla de probabilidades de la normal N(0,1) Parala N(0,1)
en nuestra tabla aparece p(Z < z), siendo z > 0, para buscar otras probabilidades hay que utilizar
la simetria de f(z), y el complementario.
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Ejercicios: Hallar: a) p(Z < 0'34) =

b) p(Z < —2'85) = ) p(Z > 21) =
d) p(Z < 3'8) = e) p(—1 < Z < 2'37) /\

a) 06331 b) 0°0022 ) 00179 d) 1 ) 0’8325 0 2
Proceso inverso: Dada la probabilidad, hallar el valor de T
la variable aleatoria

Ejercicio: En N (0, 1) hallar z tal que p(Z < zp) = /8438, ' 7o
resulta mirando en el cuerpo de la tabla: 2o =101

Probabilidades de una normal cualquiera Para hallar las probabilidades de una normal
cualquiera N (u, o) se hace el cambio de variable (se llama tipificar) z = R que la transforma
o

en la normal N(0,1).
Ejercicio: Hallar en N(8,3) el valor de p(X < 9'6) =p(Z <0'53) = 0'7019

Ejemplos

1. Se eligi6é una muestra de 1000 personas de una determinada poblacién y resultdé que su talla
media era de 170 cm, con una desviacion tipica de 10 cm. Suponiendo que las tallas se
distribuyen normalmente, calciilese cuantas personas de esa muestra miden: a) Mas de 190
cm; b) Entre 160 y 190 cm.

La v.a. X que describe las tallas de la poblacion es del tipo N(170, 10).

a)
x—p 190170 }

X > 190) = < tipificando z = = =2, =
p( ) ipificando z - 0

p(Z >2) =1- 09772 = 010228 /\

Es de esperar que haya 00228 - 1000 = 22’8 = 23 personas de méas de 190 0

b)
o = 160-170 _ g
p(160 < X < 190) = { . 1901_0170 . } = p(_l <
29 = 10 — 2
p(z <2)=09772
Z <2)=
) { p(z < —1) =1 — (/8413 = 0'1587

— 09772 —
01587 = (/8185 /\

160 ]_’I70 190

O sea 818 personas aproximadamente mediran entre 160 y 190
cm.

2. En una prueba de selectividad se ha obtenido de nota media 5’8 y la desviacion tipica es 1'75.
Suponemos que las notas estan distribuidas normalmente. Todos los alumnos que sobrepasen
la nota 6’5 serdn admitidos en la universidad. ;Qué porcentaje de admitidos cabe esperar?
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6’5 —5'8
p(X > 6'5) = { tipificando z = —E = 0’4} =p(Z >
04) =1—p(Z <04)=1- 06554 = 03446
Este valor es el tanto por uno, el tanto por ciento sera 34’46 % /\
de admitidos. 5] 65
Ejercicio: Proceso inverso
3. En una normal N(23,12), hallar el valor de la variable de manera que a su izquierda esté el
80 % de la probabilidad.
Al contrario que antes buscamos un z concreto tal que p(X <
x) =08
/N
En la N(0,1) tenemos que si p(Z < z) = 08, el valor més :
! defect )
préoximo de la tabla es 0/7995 POF EEREEO 1 105 quedamos
0’8023 por exceso
con 07995 que corresponde con z = ('84.
sustituyendo en la tipificacion: z = =£, 2 =0z 4+ p = 122 + 23 = 12,0'84 4- 23 = 3308
4. En una oposicién la puntuacion media del tltimo examen fue 7’2 y la desviacion tipica 0°9.
Hay plazas para un 13 % de los presentados. ; Cuél es la puntuacion minima que un estudiante
debe tener para conseguir plaza en la oposicion?.
Buscamos un z concreto tal que p(X > x) = 013
Sabemos que p(X > x) = 013, en la N(0,1) para bus-
car en la tabla tenemos: p(Z > z) = 013, corresponde o
con p(Z < z) = (0’87 el valor méas proximo de la tabla es
/ |7 x
0,8686 por defecto nos quedamos con 0’8708 que corres- 7
0’8708 por exceso
ponde con z = 1'13.
sustituyendo en la tipificacion: z = =F, 2 =02+ pu =092+ 72 =09,1"13 + 72 = 821
5. Las puntuaciones de un examen calificado entre 0 y 10 puntos siguen una distribucién normal

de media ;= 5. El 6’3 por ciento de los alumnos tiene una puntuaciéon por encima de 7’5,
,qué tanto por ciento de los alumnos es de esperar que tengan una puntuaciéon por debajo
de 4 puntos?

Primero hemos de hallar o :

p(X > 7'5) = 0063
p(Z > 2) = 0063 — p(Z < 2) = 0'937 N

en las tablas: se obtiene z = 1’53 5 75
, T —p , 75—-5 .
el cambio z = , 153 = , despejando o =
o

) o
1’63
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Piden p(X < 4) =p(Z < —0/61) =1 — p(Z < 0/61) = 1 — 0'7291 = 0'2709

luego aproximadamente el 27'1 % de los alumnos sacara menos de 4.

6. De una distribuciéon normal sabemos que p(X < 30'56) = 0’8 y que p(X > 33'17) = 0'13.
Hallar la media y la desviacion tipica.

os { 07995 —» 2, = O’W

0’8023 T

0’8686 087
0’8708 — 29 = 1'13 S

0'13 — 0’87 : {

Resulta entonces N (23,9)

z =

) {0’840:30’56—u {0’29022’61; oc=9

o 1130 = 33'17 — w=30'56 —0'84 -9 = 23

7. De los 133 alumnos de primero de Bachillerato 37 han sacado menos de 4’5 en Historia y
43 més de 6. Suponiendo que las notas se distribuyen normalmente hallar la media y la
desviacion tipica.

37
_— = 2 2 N = — /
133 02782 :— % 0588
90 , ,
133 — 43 = 90; —= = 0°6767 :— 2o = 0'458

133
L _m—n [ 0580 =45 p 10460 = 1'5: o = 0/697
- s 0/4580 = 6 — 1 1= 4’5+ (/697 - 0/588 = 4'5 + /41 — 4’9
entonces N (4'9,0'697)

Resulta

8.9. Aproximacion normal de la distribucién binomial

Observamos que las tablas de la binomial B(n,p) llegan hasta n = 9, para valores de n maés
grandes aplicaremos la aproximacion de la binomial por la normal de igual media y desviacion
tipica.

La aproximacion normal de la distribuciéon binomial es buena cuando n.p > 5y n.q > 5.

Para mayor precisiéon, como la binomial toma valores enteros en la normal, que es continua,
se toma el valor intermedio para repartir con el complementario, es decir si la binomial es X y la
normal X’ se toma p(X < 23) = p(X’ < 23'5)

Ejemplos

1. En un proceso de control de calidad se sabe que el 3% de los articulos son defectuosos. Si
estos se colocan en cajas de 300, se pide:
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a) Probabilidad de que una caja contenga 10 o méas articulos defectuosos.

b) Probabilidad de que el nimero de defectuosos esté comprendido entre 15 y 20 ambos
inclusive.

c) Si se rechazan todas las cajas con mas de 10 defectuosos y se examinan 125 cajas, jcuantas
de ellas se rechazaran?

Solucién: (para que resalte lo nuevo en este ejemplo no se detallan los
célculos de la normal)

La variable X que es B(300,003),

como n.p = 9 > 5, n.g > 5 podemos aproximarla por la
variable X’ normal:

p=np=9 oc=npqg=29 X' es N(9,295)

a) p(X > 10) =~ p(X’' > 9'5) = 0/4325 8 9 10 10 12
b) p(15 < X <20) =~ p(14’5 < X' < 20'5) = 00314
c) Puesto que la probabilidad de mas de 10 defectuosas en cada caja es 0'4325, en 125 cajas
habra que rechazar 125 - 0/4325 = 54 cajas.

2. La probabilidad de que un pez de una determinada especie sobreviva més de 5 anos es del
10 %. Se pide:

a) Si en un acuario tenemos 9 peces de esta especie nacidos este ano, hallar la probabilidad
de que al menos dos de ellos sigan vivos dentro de 5 anos.

b) Si en un tanque de una piscifactoria hay 200 peces de esta especie nacidos este mismo
ano, usando una aproximaciéon mediante la distribucién normal correspondiente, hallar la
probabilidad de que al cabo de 5 afios hayan sobrevivido al menos 11 de ellos.

Solucion:
a) La variable X que es B(9,0'1),

Piden p(X > 2), calculamos la probabilidad del contrario:

pX <2)=pX =0)+pX =1) = (3) 0'1°0'97 + <?> 0'1'0’'9® mirando las tablas =
0'3874 + 03874 = (/7748

p(X >2)=1— 07748 = (/2252 es la probabilidad de que al menos dos de ellos sigan vivos
dentro de 5 anos.

b) La variable X es B(200,0'1) cumple n.p = 200 -0’1 > 5, n.g = 200-09 > 5y la
aproximamos por la variable X’ normal:

p=np=20, o= npqg=+18= 42426

X' N(20,4'2426)
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.. x—p 105 —20
> ~ > ! = — /
p(X 11) p(X 10'5) { tipificando z = = 26 =224 % = p(Z >

—2'24) = p(Z < 2'24) = /9875 es la probabilidad de que al cabo de 5 afios hayan sobrevivido
al menos 11 de ellos.

3. El tiempo de vida de los individuos de cierta especie animal tiene una distribucién normal
con una media de 8’8 meses y una desviacion tipica de 3 meses.

a) {Que porcentaje de individuos de esta especie supera los 10 meses?

b) Si se toman al azar 4 especimenes, jcual es la probabilidad de que al menos uno supere
los 10 meses de vida?

c) Si se toman al azar 50 especimenes, ;cual es la probabilidad de que al menos 21 superen
los 10 meses de vida?

Solucion:

— 10 — 8’8
a) Tenemos la normal N (8’8, 3), piden p(X > 10) = { tipificando z = TR = 0’4} =
p(Z>04)=1—-p(Z <04)=1-06554 = 0'3446
El 34’46 % de individuos de esta especie supera los 10 meses
b) Lo anterior se puede leer también: elegido un individuo al azar la probabilidad de que

supere los 10 meses es p = 0'3446. Por tanto al elegir 4 tenemos ahora la variable X binomial

B(4,0/3446)
Piden p(X > 1), calculamos la probabilidad del contrario:

4
p(X =0) = <0) plg* = 0'6554" = 0'1845

p(X > 1) =1-— 01845 = 0’8155 es la probabilidad de que al menos uno supere los 10 meses
de vida

c¢) Ahora la variable X es una binomial B(50, 0'3446)

cumple n.p = 50-0'3446 = 1723 > 5, n.q > 5y la aproximamos por la variable X’ normal:
p=np=1723, o= /Mmpqg=+11'29 =3'36

X' N(17'23,3'36)

— 20’5 — 1723
p(X > 21) =~ p(X' > 20'5) = {tipiﬁcando p=t 3956 :0,97} =p(Z >
o

097) =1—p(Z < 097) =1 — /8340 = 0’166 es la probabilidad de que al menos 21 superen
los 10 meses de vida

4. Segun las estadisticas meteorologicas, en una ciudad nordica llueve un promedio del 45 % de
los dias. Un climato6logo analiza los registros pluviométricos de 100 dias elegidos al azar entre
los de los ltimos 50 anos.
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a) Exprese como calcular con exactitud la probabilidad de que en 40 de ellos haya llovido.
b) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal.
Solucion:
a) La variable X que es B(100,045),

100 100
Pid X =4 — 40 60 _ /440./ 60
iden p( 0) (40)]9 q 0 045 - 0’55
b) La binomial X :  B(100,0'45) cumple n.p = 100 -0’45 = 45 > 5, n.q > 5y la
aproximamos por la variable X’ normal:
w=n.p=45 o= /np.q=V2475=4'9749
X' N(45,4'9749)
, , , 2 = 39{'5—45 =—-1'11 , ,
p(X =40) = p(39'5 < X' < 40'5) = i , =p(-1'11 < Z < =0'90) =
2 = Tgrge. — —090
p(z < —090) =1 —p(z < 090) =1— 08159 = 0’1841 , , ,
= 01841 — 0"1335 = 0°0506
{ plz < —=111)=1—-p(z < 111) =1 —0'8665 = 0'1335
5. Un test tiene 50 preguntas, cada una tiene cuatro opciones con una sola correcta. Si se

contesta al azar. Hallar:

a) Probabilidad de acertar méas de la mitad.

b) Probabilidad de acertar menos de 10

Solucion:

a) La binomial X :  B(50,0'25) cumple n.p = 50 - 0'25 = 12’5 > 5, n.q > 5 y la aproxi-
mamos por la variable X’ normal:

p=np=125 o= /mp.q=V9375 = 3062

X' N(12'5,3'062)

— 25’5 — 12’5
Piden p(X > 26) ~ p(X' > 25' tipificando z = = — — 425 =
a) Piden p(X > 26) = p(X' > 25'5) { ipificando z > 3060 5}
P(Z>425)=1—p(Z<425)=1-1=0

_ s /
b) Piden p(X < 10) = p(X <9) = p(X’' < 9'5) = { tipificando z = * - p_9 53’06122 5 _ —()’98} -
p(Z < —098)=1—p(Z <098) =1-—08365= 01635
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8.10. Problemas

1. Se tiene un dado correcto, pero de tal ma-

nera que tres caras tienen el niimero 2, dos
caras el numero 1 y una cara el nimero
3. Se considera la variable aleatoria X que
asigna a cada resultado del dado el nimero
obtenido.

a) Hacer una tabla con las probabilidades.

b) Representar el histograma de probabi-
lidad.

c) Hallar la media y la desviacion tipica.

Solucién:
5 218 160 = vIT/G
pi [33]%

. Un tirador olimpico da en el blanco una
media de 3 veces cada 5 disparos. Una
competicion es a tres disparos. Hallar la
tabla de distribuciéon aleatoria que consi-
dera el niimero de blancos. Representar la
funcién de probabilidad. Hallar la probabi-
lidad de hacer algiin blanco. Hallar la me-
dia y la desviacion tipica.

x| 0o | 1 | 2 | 3

p; | 0064 | 0288 | 0’432 | 0216
= 18,02 = 072, p(algiin blanco) = 0936

Solucioén:

. En la fabricaciéon de automoviles de una
determinada marca de cada 1.000 fabri-
cados 10 resultan defectuosos por término
medio. Se consideran lotes de 4 automoévi-
les. Hallar la tabla de la distribuciéon alea-
toria que considera el nimero de defectuo-
sos en un lote. Representar la funcion de
probabilidad. ;Cual es la probabilidad de
que en un lote de cuatro automéviles mas
de la mitad sean defectuosos?. Hallar la
media y la desviacion tipica.

Solucién:

x| o | 1 | 2 | 3 | 4
pi | 0096 | 0038 | 0°0005 | 0°000004 | (45)"
w=0'03912,0 =0'19

. De cada 2.000 personas a los que se sumi-

nistra cierto medicamento, 6 resultan alér-
gicas al mismo por término medio. Si en un
determinado dia se ha suministrado el me-
dicamento a 400 personas, jcual es la pro-
babilidad de que haya al menos una alér-
gica?

Solucion: p(X > 1) = 1 —-p(X =10) =1 -

(48())p()q4()0 =1 0/997400

. En una urna hay cinco bolas blancas y cua-

tro bolas negras. Consideremos la variable
aleatoria "nimero de bolas blancas” en el
experimento consistente en realizar seis ex-
tracciones con devoluciéon. Determinar la
probabilidad de obtener al menos cuatro
bolas blancas.

Solucion: X; = n° de bolas blancas en 6 extrac-
ciones con devolucion p(al menos 4 blancas) =

p(X > 4) = 0'2455

. La probabilidad de que un hombre al dis-

parar pegue en el blanco es 1/3. Hallar y
representar la funciéon de probabilidad de
la variable aleatoria "ntimero de blancos en
cinco disparos”.

)

Solucion: B(5,

W=

1 | 2| 3] 4] 5
p; | 012 | 031 | 0’31 | 0’15 | 0°03 | 070039

. Una determinada raza de perros tiene cua-

tro cachorros en cada camada. Suponien-
do que la probabilidad de que un cachorro
sea macho es de 0’55, se pide: a) Calcu-
lar la probabilidad de que en una camada
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dos exactamente sean hembras. b) Calcu- graficamente. ¢) Calcular la correspondien-
lar la probabilidad de que en una camada te funcion de distribucién y representarla.
al menos dos sean hembras. d) Calcular la media y la varianza
Solucion: a) 0’36, b) 0’609 Solucion:

0 st x <1
8. En una urna que contiene tres bolas blan- a)a=e c) Flz)= { llnw zz iii =¢
cas y una negra se realizan tres extrac- ) o
) ) d)p=e—1,0%=07241
ciones con reemplazamiento. Hallar: a) La
probabilidad de que una bola sea blanca  11. Calcular las siguientes probabilidades en
y las otras dos negras. b) La probabilidad la normal N(0,1) a) p(z < 2'78); b) p(z <
de que una bola al menos sea blanca. c) —0'94); ¢) p(z < =1'7);d) p(—1"24 < z <
La tabla de distribucién binomial para es- 2'16)
te caso. d) La representacion grafica de la Solucion: a) 09973, b) 0°1736, ¢) 0°0446, d) 0’8771
funcién de probabilidad.
Solucion: X= sacar blanca, B(3,3/4), a) p(X =
1) = 9/64 = 0/1406, b) p(X > 1) = 1 — p(x < 12. Calcular las siguientes probabilidades en
1) =1-00156 = /9844 la normal N(3,5) a) p(x < 4'3); b) p(z <
X, 0 1 2 3 —1); ¢) p(2 <z < 10)
P; | 0°015 | 0’1406 | 0’4218 | 074218 Solucién: a) 06026, b) 02119, c) 0'9192-
F; | 0°015 | 0’1562 | 0’578 1 0°4207—0"4985
9. En una prueba de selectividad se suspen- 13, Se supone que la estancia de los enfermos
de al 15% de los estudiantes. a) Hallar el en un hospital sigue una distribucion nor-
ntmero esperado (o media) de los alum- mal de media 8 dias y desviacion tipica 3.
nos suspendidos y la desviacion tipica si, Calcular la probabilidad de que la estancia
entre los estudiantes presentados se eligen de un enfermo, a) sea inferior a 7 dias; b)
2.000. b) Hallar la probabilidad de que sus- sea superior a 3 dias; ¢) esté comprendida
pendan de un grupo de 6 alumnos: I) como entre 10 y 12 dias.
méaximo 2; IT) por lo menos la mitad. g , ; :
Solucion: a) 0’3708, b) 0’9515, ¢) 0’1628
Solucion: a) Bin(2000,0’15) prob susp 0’15, me- . . )
dia np — 300, destip /7 — V355 b) B(6,0°15) 14. Se llama cociente intelectual al cociente en-
tre la edad mental y la edad real. Se sabe
DpX <2) =pX =0)+p(X = 1) +p(X = e : .
2 /6 que la distribucién de los cocientes intelec-
2) = Z <m>0/15$’0/85ﬁf = 09526 , p(X > tuales de 2.000 reclutas sigue una distri-
3) = 11;:%()( <2)=1- 09526 = 0'04735 buciéon normal de media 0’80 y desviacion
tipica 0°50. a) Numero de reclutas con co-
10. Se define la siguiente funcion: f(x) = ciente intelectual comprendido entre 0’7 y

1/z si 1<z<a
0 en otro caso

a) Hallar a para que cumpla las condicio-
nes de funciéon densidad. b) Representar

1’2. b) Id. inferior a 0’3. ¢) Id. inferior a
0’9. d) Id. superior a 14.

Solucion: a) 0°3674.2000 ~ 735, b) 0’1587.2000 ~
318, ¢) ~ 1159, d) ~ 230
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15.

16.

17.

18.

La media de las calificaciones obtenidas en
las pruebas de acceso a la Universidad en
cierta convocatoria fue p = 4’7 con una
desviacion tipica o = 1'3. Suponiendo que
las calificaciones siguen una distribucion
normal, calcular: i) El porcentaje de apro-
bados. ii) El porcentaje de alumnos que
obtuvo entre 4 y 6 puntos. iii) El porcen-
taje de alumnos que obtuvo menos de 3
puntos iv) El porcentaje de alumnos que
obtuvo més de ocho puntos.

Solucion: N(4’4,1’3) i) p(X > 5) = 40'9% ii)
p(4 < X < 6) = 54'32% iii) p(X < 3) = 968 %
iv) p(X >8=057%

Las estaturas de 500 reclutas estan distri-
buidas normalmente con una media de 169
cms y una desviacion tipica de 7 cms. Cal-
cular el ntimero de reclutas cuya altura, i)
esta entre 165 y 175 cms ii) es mayor de
180 cms.

Solucion: N(169,7) i) p(X <
165 = 0'2843, p(165 < =
p(X > 180) = 00582

Considérese la siguiente tabla de frecuen-
cias agrupadas:

Intervalo

Frecuencia 3 5 9

a) Dibujar el correspondiente histograma y
calcular la media y la desviacion tipica. b)
Calcular la probabilidad de que una varia-
ble Normal de media y desviacion tipica
iguales a las obtenidas en el apartado a)
sea mayor que 12’5.

Solucion: z = 10’35, o = 2/93, p(X > 12'5) =
2327 %

Un profesor realiza un test de cien items
a un curso con doscientos cincuenta alum-
nos. Suponiendo que las puntuaciones ob-

6

19.

20.

3’5-6’0  6’5-9’5  9'5-12’5  1275-1575

21.

tenidas por los alumnos siguen una distri-
bucién normal de media 64 puntos y des-
viacion tipica 10 puntos y denotando con
p(X < n) la probabilidad de obtener n
puntos como méximo y con p(X > n) la
probabilidad de obtener al menos n pun-
tos. Calcular: i) p(X > 60), p(X < 75),
p(30 < X < 60) ii) Namero de alumnos
que se espera que tengan al menos 45 pun-
tos.

Solucion: i) p(X > 60) = 655%, p(X
75) = 86'43%, p(30 <
34’43 % 11)0’9713,250 = 243 alumnos

En una carrera la media del tiempo em-
pleado ha sido de 73 minutos y la desvia-
cién tipica 7 minutos. Se elimina al 5% de
los corredores. A partir de qué tiempo que-
da eliminado un corredor.

Solucién: se eliminan los que tardan mas de 84’48

minutos

Una maquina ha producido 1.000 varillas
de en teoria 1 m de longitud, con una des-
viacion tipica de 0’8 mm. De ellas se necesi-
tan 640. ; Entre qué medidas habréa que to-
mar las varillas para quedarse con las mas
exactas?.

Solucién: N(1000,0'8)); 064 + 0°18-0'8200;
0’8186
0'8212 — 2 = 0'92

999727 y 100073

hay que tomarlas entre

La media de las calificaciones obtenidas en
una oposicion fue pu = 5’5 con una desvia-
ciéon tipica o = 2. Suponiendo que las cali-
ficaciones siguen una distribucién normal,
calcular:

i) El porcentaje de alumnos que han saca-
do menos de 4.

ii) Si hay 40 plazas y hay 2000 opositores,
jcudl es la nota minima para sacar plaza?
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22.

23.

Solucion: a) 22’66 %; b) 9’6

La probabilidad de que ocurra un suceso
es 0'2.

a) Cuantas veces hay que repetir el expe-
rimento para que la probabilidad de que
ocurra ese suceso sea mayor que 1/2.

b) ;Cuél es la probabilidad de que ocurra
al menos dos veces es suceso si se realiza 5
veces el experimento?

a) 08" < 0'5; n=4,b) 02627

En un experimento aleatorio la probabili-
dad de que ocurra un suceso es 0’46 . Hallar
la probabilidad de que en 200 realizaciones
del experimento ocurra el suceso al menos
la mitad de las veces.

Solucion: 0'1446

24. El examen de oposicion a la Administra-

cion Local de cierta ciudad consta de 300
preguntas, con respuesta verdadero o fal-
so. Un opositor responde al azar todas las
preguntas. Se considera la variable aleato-
ria X ("nimero de respuestas acertadas”) y
se pide:

a) Justificar que la variable X se puede
aproximar por una normal y obtener los
parametros correspondientes.

b) Utilizando la aproximacion por la nor-
mal, hallar la probabilidad de que el opo-
sitor acierte a lo sumo 130 preguntas y la
probabilidad de que acierte exactamente
160 preguntas.

a) X : B(300,0'5),
5,n-q>5 X" : N(150,866), b) p(X < 130) ~

0'0122; p(X = 160) ~ 0/0226

cumplen - p = 150 >



