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EBAU Matematicas IT (Murcia) 1

Ano 2026

1.1.

EJEMPLO EBAU 26

Pregunta 1

La caida de los tipos de interés en el segundo semestre de 2024 permiti6 a las familias ahorrar
alrededor de 200 euros al mes en comparacion con lo que venian pagando por sus hipotecas
y préstamos. Este ahorro equivalia a mas de 2000 euros anuales. Ante este escenario, los
bancos ofrecieron condiciones méas atractivas para captar clientes, lo que gener6 una fuerte
competencia entre las entidades. Una de ellas lanz6 los siguientes productos: Préstamo 24
Horas, Préstamo Auto y Préstamo Estudia. Cada cliente podia contratar, como maximo, uno
de ellos.

La politica de la empresa determiné que el reparto final de los préstamos concedidos fuera el
siguiente: un 45 % correspondio6 a Préstamos 24 Horas, un 40 % a Préstamos Auto y un 15 %
a Préstamos Estudia. Ademas, se analizd el porcentaje de impago en estos productos, que
fue del 20 % en Préstamos 24 Horas, del 30 % en Préstamos Auto y del 25 % en Préstamos
Estudia.

Baséndose en el contexto anterior, responda estos cuatro apartados:
a) Seleccionado un préstamo al azar, calcule la probabilidad de que no se haya pagado.

b) Sabiendo que no se pagd un préstamo, calcule la probabilidad de que sea un Préstamo
Auto.

c) Si se pago el préstamo, calcule la probabilidad de que sea un Préstamo Estudia.

d) Segun los datos proporcionados por el enunciado, indique dos sucesos relacionados con
este problema que sean incompatibles. Justifique la respuesta.

selen ejemplo 2026 Solucion:



Ano 2026

Sea H el suceso "préstamo 24 horas” H ; p(H) = 045
Sea A el suceso "préstamo auto” A ; p(A) = 0'40 A
Sea E el suceso "préstamo estudios” E ; p(E) = 0'15
{H, A, E'} forman un sistema completo de sucesos. I

Suceso: I = "préstamo impagado” E H
las probabilidades del suceso I condicionadas por H, A, E son
p(I/H)=1020,p(I/A) =0'30,p(I/E) =025

a) Por el teorema de la probabilidad total:

p(I) = p(I/H).p(H) + p(I/A).p(A) + p(I/E).p(E) = 020 - 0'45 + 0'30 - 0'40 + 0'25 - 0'15 = 0'2475

p(I/A).p(A) (/30 0/40

b) Por Bayes: p(A/L) = o rmy T + p(17A) p(A) T oI BV p(B) ~ 0ads o8
oo B e p(I*/E).p(E) _ pI/E)pE) _ 075015 _
) Por Bayes: pUE/T") = e Ty p(#) + p(I°/A) p(A) + p(I7/E)-p(E) p(I° 1~ 02475

01495

d) El formar sistema completo de sucesos exige que sean incompatibles, por ejemplo: el suceso “préstamo
auto” y el suceso "préstamo estudios” son incompatibles

Pregunta 2

Responda justificadamente los siguientes apartados:

a) Calcula el drea comprendida entre las grificas de las funciones f(z) = 2% y g(z) = |z|

2
b) Razone, sin calcular la integral, si / x e’ dx tiene signo positivo a negativo.
1

2
c) Calcule la integral / xe’dx
1

selen ejemplo 2026 Solucion:

2

1 1 371
d)S/qudTQ/O(TTQ)dTQ[%%%} =
- 0

o1y 1 1 9

b) Es positivo porque la funcién que se integra es positiva
en el intervalo de integracion.

¢) Calculamos primero la primitiva por partes:

/:z:e:”dx: u=g; du=dz :xex—/emdx:xem—ex—i-C
dv=e"dr, v=c¢e"

2

/xemd:z::[xem—exﬁ:262—62—(6—6)262:7’39

1

Pregunta 3

Una fabrica de productos quimicos produce 3 farmacos diferentes. Anualmente, esta fabrica
tiene 4 clientes que, durante el mes de febrero, realizaron pedidos y/o devoluciones. Dichos
datos (en miles de unidades) se han recogido en la siguiente matriz
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9 5 2

3 8 0
A=

00 O

6 7 —1

a) Indique qué representan las filas y las columnas, y especifique cudles son las compras que

ha hecho cada cliente durante el mes de febrero.

b) Sabiendo que el primer cliente ha gastado un total de 3250 € | el segundo un total de
2850 € y el cuarto un total de 2800 € , ;cual es el precio por unidad de cada farmaco?

selen ejemplo 2026 Solucion:

Sea F; farmaco 1, Fy farmaco 2 y F3 farmaco 3

Sea Cj cliente 1, Cy cliente 2, C3 cliente 3 Cy4 cliente 4.

Fi Fy I3
Cq 9 5 2
Csy 3 8 0
Cs 0 0 0
Cy| 6 7 -1

a)

Cada fila expresa lo que un cliente pide/devuelve de cada uno de los tres farmacos. El tercer cliente no ha
hecho nada. El tnico que ha devuelto es el cuarto cliente: ha devuelto mil unidades.

Cada columna expresa para cada farmaco lo que piden/devuelven los cuatro clientes

b) Sea:

x = el precio de mil unidades del primer farmaco

y = el precio de mil unidades del segundo farmaco

z = el precio de mil unidades del tercer farmaco

9z 4 by + 2z = 3250
3z + 8y = 2850
6x + Ty — z = 2800

Por Cramer:

9 5 2
M|=|3 8 0 |=-111
6 7 —1
3250 5 2
2850 8 0
2800 7 —1| —1665
. _ 16650
—111 —111
9 3250 2
3 2850 0
6 2800 —1 | —33300
y = = =300

—111 T 111
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9 5 3250
3 8 2850
6 7 2800 —22200
- —111 —111
Por tanto el precio por unidad es 0’15 € el primer farmaco, 0’30 € el segundo farmaco y 0’20 € el tercer
farmaco.
Pregunta 4

Elige entre Pregunta 4.1) y Pregunta 4.2), respondiendo tnicamente una de los dos.

Pregunta 4.1)) Sea f : R — R la funcién dada por f(z) = artan(z + 7), donde ar tan
denota la funcién arcotangente.

a) Determine los intervalos de concavidad y convexidad de f. Estudie y halle, si existen, los
puntos de inflexion de f (abscisas donde se obtienen y valores que se alcanzan)

x
b) Calcule lim /(@) . (,Cual seria el valor del limite si cambiamos en el denominador sen x
T——7 SeNn T

por g(x), siendo g(x) =senz six # —my g(—7) =2
selen ejemplo 2026 Solucion:

a) Estudiamos la concavidad de la funcién con el signo de la segunda derivada.

f(x) = artan(z + )

1
() —
—2(z+m)
f//(T) - o2
(1+ (z+m)?)
buscamos el signo de f”, el denominador es siempre positivo, el nmerador se anula en © = —7
T -7
yid + - f(x) es concava en (—oo, —7) y convexa en (—7,00)
f conc | J conv )
Ademas f(—m) = artan(0) = 0. Hay un punto de inflexion en el punto (—,0)
1
x t ; 0/0 T+ (z+m)2 1
b) lim f(z) = lim w = ) / . = Ilim IH+m)?® lim =
T——T Sen T zo—m sen x L’Hépital z——m  COST z——7 (14 (x4 7)2) cosx
1
R |
1-cos(—m)

Si cambiamos en el denominador senx por g(x), siendo g(x) = senx si © # —7 y g(—7) = 2 el limite es el

mismo.
Pregunta 4.2) La suma de los perimetros de un cuadrado y un tridangulo equilatero es 100
metros.

a) {Cuéles deben ser las medidas de los lados del cuadrado y del tridngulo para que la suma
de sus areas sea minima?

b) ;Es posible determinar las medidas de los lados del cuadrado y del tridngulo para que la
suma de sus areas sea maxima?
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selen ejemplo 2026 Solucion:

a)

La altura del triangulo es por Pitagoras: y
n=yfor— (2) = 32 _ V3,
- 2/ V4 27
x-h 3
El area del triangulo resulta: GREC £m2

El lado del triangulo y el del cuadrado cumplen:

100 — 32
Bz +4y=100; y=——"—

100 — 390) 10000 — 600z + 9z°

4 o 16
1 — 2 1

La suma de las areas es: S(x) = ?3:2 0000 (152033 +9z =16
1

T 16

El 4rea del cuadrado resulta: y? = (

(4\/§$2 + 10000 — 600z + 9:1;2)

1
Como buscamos el minimo, derivamos: S’(z) (8\/5;10 — 600 + 1895) =76 ((8\/§ +18)x — 600)
600

8v3 + 18
se prefiere la derivada segunda es positiva).

Que se anula para x = ~ 1883, como S(x) es una parébola abierta hacia arriba es un minimo, (si

100 — 3-890
8v/3418 ~ 10'87

4

El minimo de area se produce cuando: lado del tridngulo ~ 18’83 m y lado del cuadrado ~ 10’87 m.

En consecuencia el lado del cuadrado es y =

100 10
b) Con la restriccion que los valores posibles de los lados cumplen = >x>0e e >y > 0. Por tanto
estaremos ante un posible maximo absoluto que podria ser con = = 0 lo que supone y = 25; S = 252 = 625,

100

ocon x = = lo que supone y =0; S = @ (13&)2 ~ 481’12

El maximo absoluto del area se da si no hay tridngulo y el cuadrado tiene de lado 25 m.

= Pregunta 5
Elige entre Pregunta 5.1) y Pregunta 5.2), respondiendo tnicamente una de los dos.
Pregunta 5.1) Responda justificadamente los siguientes apartados:

a)Seanm -mxr+y—z=m—2, m:r+y+22=0ym3:3x+my+z=m— 2 tres
‘planos. Estudie su posicion relativa en funcién del parametro m.

b) En el caso de que sean secantes en un punto, jpodria tener ese punto las dos primeras
coordenadas diferentes?
selen ejemplo 2026 Solucion:
mr+y—z=m—2
a) Estudiamos el sistema formado por sus ecuaciones: ¢ = +y+22=0
3r+my+z=m-—2
Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:

m 1 -1
IM|=|1 1 2 |=8-2m?,8-2m?>=0, m=+2
3 m 1
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I) Por tanto para m # £2, rango(M) = 3 = rango(A) = nimero de incognitas, el sistema es compatible
determinado, tiene solucién tinica, los planos se cortan en un punto.

2 11-1 0
II) Para m = 2 la matriz ampliada queda A= 1 1| 2 0
0

Resulta un sistema homogéneo, rango(M) = rango(A) = 2, el menor remarcado es distinto de cero, el
sistema es compatible indeterminado, o sea con infinitas soluciones dependientes de un parametro, los planos
se cortan en una recta.

IIT ) Para m = —2 la matriz ampliada queda A = 1 1 2 0

-1 —4
el menor formado por las tres ultimas columnas | 1 2 0 |=-32#0
-2 1 -4
Luego para m = —2, rango(M) = 2 < rango(A) = 3 sistema incompatible, sin solucion, los planos no

tienen punto en comin. Como ademés no hay planos paralelos el aspecto es de prisma triangular.

b) Veamos en el caso m # +2 como son las soluciones de las dos primeras coordenadas x e y, por Cramer:

|M| =8 —2m?
m-—2 1 -1 m m-—2 -1
0 1 2 1 0 2
m—-—2 m 1 —2m2+8m — 8 3 m—2 1 —2m? +8m — 8
T = Yy = —
8§ —2m?2 8§ —2m?2 8 —2m? 8§ —2m?2

El polinomio del numerador es idéntico por tanto para cualquier valor de m las dos primeras coordenadas
del punto de intersecciéon son iguales.

Pregunta 5.2) Responda justificadamente los siguientes apartados:

a) Considere el triangulo de vértices A(0,0,0), B(2,4,0)y C(5,0,0). Utilizando productos
vectoriales, calcula su area, y comprueba el resultado mediante otro método.

b) Calcule la distancia del punto P(2, 4, 2) al plano que pasa por los puntos A(0,0,0), C(5,0,0)

y D(0,0,3).

selen ejemplo 2026 Solucion:



1.1 EJEMPLO EBAU 26 11

a) El area del triangulo es la mitad del moédulo del producto vectorial de
los vectores AB = (2,4,0), AC = (5,0,0)

QP AQR = = —20k

T DN
O =
o o

El moédulo es: |Cf1D A QtR| =4/(-20)2 =20

La mitad es: Area del triangulo = 10 u?

La comprobaciéon la hacemos considerando que el tridngulo esta en el

plano coordenado XY base del triangulo lado AC' = 5, altura desde el

vértice B: h =4 Area = w = % =10

Comprobacién por método general: Hallamos la altura desde B cortando

el plano 7 perpendicular a AC por B, con la recta AC":
Plano 7 : |, vector ortogonal AC = (5,0,0), la ecuacion general queda: 5
S5z + D =0, pasa por B(2,4,0), 10+ D=0, 7:52—10=0
La recta ra¢ punto A(0, 0, 0)vector direccion AC = (5,0,0), tomamos el s 1
r=1
vector paralelo de coordenadas (1,0, 0) en paramétricas: r4c : . y =0
z=0

Para hallar el punto de corte de m con r4¢ sustituimos las paramétricas 4 12 a4 a0
de rac en la ecuacion general de 7 : 5t — 10 = 0,¢ = 2 el punto de
corte, pie de la altura, es P},(2,0,0), la altura es la distancia entre B y
este punto Py, :  d(B,rac) =d(Ph,B)=vV0+42+0=14
P base x altura 5-4
Area=——=—=10
2 2
b) Los puntos A(0,0,0), C(5,0,0) y D(0,0,3), tienen de segunda coordenada 0, se trata por tanto del
plano de ecuacién 7’ : y = 0, que es plano coordenado X Z, la distancia del punto P(2,4,2) a este plano es

por tanto la segunda coordenada del punto d(P,n’) = 4.

Por método general: el plano 7’ queda determinado por el punto A(0,0,0) y los vectores “direccion” AC =

(5,0,0), AD =(0,0,3)
T Yy =z
A Byo+ Cz + D 4
0 0 3
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Ano 2025

2.1. Julio 2025

» CUESTION 1 (a elegir entre 1A y 1B)
1A)
Considere el siguiente sistema de ecuaciones:

r+y+z=1
20+ 2y + kz=2
r+ky+32=0

a) Discuta el sistema en funciéon del parametro k.
b) Calcule su solucion en el caso en el que sea compatible indeterminado.

c) Calcule su solucion (expresada en funcion de k) para cualquier valor de k para el que el
sistema sea compatible determinado.

selen Jul 2025 Solucioén:

Estudiamos el sistema, para ello hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:
11 1

IM|=|2 2 k|=-k+3k—-2,-k*+3k-2=0, k=1,k=2
1 k 3

a) Por tanto para k # 1,k # 2, rango(M) = 3 = rango(A) = namero de incognitas, el sistema es
compatible determinado, tiene solucién tnica.

b) Para k = 1 la matriz ampliada queda:

111 1 1 1 1
A=1 2]2 1 ,elmenor | 2 1 2 |#0
111 3 1 30

S N =

Luego para k =1, rango(M) =2 < rango(A) = 3 sistema incompatible, sin solucion.

¢) Para k = 2 la matriz ampliada queda:

13
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11 1 1

A= 2 2 2 2 |, luego para k =2, rango(M) = 2 = rango(A) < 3 ntmero de incognitas, sistema
12 30

compatible indeterminado con infinitas soluciones dependientes de un parametro.

b) Para K = 2 seleccionamos la primera y la tltima ecuacion, tenemos el sistema equivalente:

{x+y+zl {erylz

r+2y+32=0 T+ 2y = -3z
resolviendo por Cramer: ; ’ =1
1—2z 1 1 1-z
-3z 2 1 -3z
r=—"—=2+2; Yy=——""=—2z—1; z€R
1 1
¢) Para k # 1,k # 2 Por Cramer:
|M| = —k*+3k—2
1 1 1
2 2 k
. 0k 3] 26—k  k(2-k)  k
k2 4+3k—-2  —k2+3k-2 (2-k)(k—-1) k-1
1 1 1
2 2 k
10 3] k—2 B k—2 1
YT TR 3k-2 “k2+sk-2 (2-kk-1) 1-k
1 1 1
2 2 2
1 k0 0
z = = =0
—k2+3k—2 —k2+3k-2
1B)

Sea A una matriz cuadrada de orden 3 que cumple que A? = O, donde O es la matriz nula
de orden 3 (todos sus elementos son cero).

a) Demuestre que (A+1)> =2A+1,y que (A+1)*> = 3A+1, donde I es la matriz identidad
de orden 3.

b) Demuestre que la matriz [ — A es inversa de la matriz I + A.

c¢) Resuelva la ecuacion matricial X + AX = A expresando X en funciéon de A.

selen Jul 2025 Solucion:

a) Por las propiedades de la suma y el producto de matrices (similares a la aritmética de ntuneros excepto
que el producto no es conmutativo, salvo al multiplicar por la matriz unidad):

(A+ D) =A2 4 2AI+ P =0 +2AT + 1 =2A+1
(A+DP =(A+D*(A+1) = A+ )(A+1) =242 + 2AT + TA+ * =3AT + I =3A + 1

b) (I -A)I+A)=I*-A*=1

OX+AX =A; (I+A)X=A ([-AIT+A)X=(T-A)A; X=(T-A)A=A—A2=A
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= CUESTION 2 (a elegir entre 2A y 2B)
2A)

Calcule los siguientes limites:
1 1
a) lim (— - )
a—0t \ T senz

2711
b) lim Yoo -
z—+oo 9% + 5

selen Jul 2025 Solucioén:

) 1 1 . senx —x 0/0
a) Iim [ —— = lim —— = o =
z—0+t \r  senw z—0+t Tsenx L’Hopital
cosx — 1 0/0 , —senx 0
m —— = . = lim —— =0
x—0+t Senx + T cosx L’Hoépital z—0+t COSX + COSX + xrsenx 2
222 +1 : .
b) lim ———— =0 pues el denominador tiene mayor grado que el numerador.
z—+oo 912 +5
1 —1 1
er — 1 0/0 , —ew , 1
¢) lim .TJ(G% —1)= lim = / i = lim 2 = lim e* =e’=1
T—+00 T—+00 % L’Hopltal T—+00 1_21 T—+00

2B)

Considere la funcién f(r) = tan® z.
a) Calcule la integral indefinida / f(z)dz.

b) Calcule el area de la region delimitada por la gréfica de la funcion f(x) y el eje OX entre
los valores t =0y x = z

4
¢) Demuestre, sin aproximar con numeros decimales, que el area pedida en el apartado
. . 1. e
anterior es igual a 3 In 5
selen Jul 2025 Solucion:
‘ “sen® x osx =t "sen? x
a) [ tan®zdx = i n_ Y dz “impar en seno” cose = [ T enzde =
) J cos?x —senxdr = dt cos? x
"1 —cos?x B 11
{como soan:Ifcos%}: 4scnmdm: — dt = — — —— | dt=
) cosd x t3 ) 3t
' "1 =2 1 1
—[+3dt+ | Sdt=—"—+Int=—+Int=—— +1In(cosz)+C
/ / t -2 2t2 2cos? ( )

b) La funcioén es positiva en el intervalo de integracion, el area viene dada directamente por la integral:

L 1 /4 1 1 1 1 1 1 1

tandzdz = | ———— + In(cos z = 4lh——(=+Inl)=1l+4+ln—=—-=-+ln—

/0 an” x dx |:2COSQJ:+H(COS.L):|O 2<1>2+n\/§ (2+n) +1n 5 2+n\/§
V2

\v}

1 1 1 1 -1 1 1
(lne—ln?):51—§ln2:§—1n\/§:§+ln(\/§> :§+ln—

|~

1
C) 511’1

|
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= CUESTION 3 (a elegir entre 3A y 3B)

3A)
a) Determine el valor de a y b para que el plano 7 : 2z + y + az = b contenga a la recta
. r+y+z=1

|z —-2y+2=0
b) (Para qué valores de a y b corta r a 77 Halle el punto de corte en el casoa =0y b= 7.
selen Jul 2025 Solucién:

a) Para que la recta esté contenida en el plano el sistema formado por las tres ecuaciones ha de ser compatible
indeterminado con infinitas soluciones dependientes de un parametro, es decir si (M matriz de coeficientes,
A matriz ampliada),

r+y+z=1

—x—2y+2=0 rango(M) = 2 = rango(A) < 3 nimero de incognitas.

20 +y+az=>

1 1
Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes: |[M|=| —1 —2 1 | =4 —a , para que el rango de
1 a
M sea 2 es necesario que a = 4
1 1 1 1 1 1 1
Sustituyendo en la matriz ampliada: A = —1|{—-2 1 0 |,anulamosel menor marcado:| —2 1 0 | =
2 1 4 b 1 4 b

3b — 9, para que el rango de A sea 2 ha de ser b = 3.
Por tanto el plano 7 contiene a la recta r cuandoa =4y b= 3
Otro método mas "geométrico”
Hallamos un punto y un vector direcciéon de r
Haciendo el producto vectorial de los vectores ortogonales de los planos que definen r:

ik

1 1 1|=3i—2j— 1k Vector direccion de r: 7 = (3, -2, —1)

-1 -2 1
Para hallar un punto en r : Tyt hacemos por ejemplo z = 0, queda: Tty ,
—x—2y+2=0 —x—2y=20

sumando es —y = 1 y por tanto 2 = 2, luego (2, —1,0) es un punto de r

Para que la recta esté contenida en el plano el vector director ¥ = (3,—2,—1) ha de ser perpendicular al
ortogonal de 7 : W/ = (2,1, a), por tanto el producto escalar ha de ser nulo: ¥- W =6—-2—a =0, a=4.
Ademas el punto (2,—1,0) de r ha de estar en 7, sustituyendo en su ecuacion: 4 —1=0>, b=3.

Luego r esta contenidaen msia =4y b=3

b) r corta a m siempre que el sistema sea compatible determinado, es decir siempre que a # 4 y b puede
tomar cualquier valor.

r+y+z=1 1 1 1
Para a =0y b =7 resulta el sistemaes: ¢ —x—2y+2=0 Por Cramer: |[M|=| -1 -2 1 |=4
2wr+y="7 2 1 0
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1 1 1 111 1 11
0 -2 1 -1 0 1 -1 -2 0
7 1 a 2 70 2 1 7
T = 1 =5 Yy = 1 =-3 z = 1 =-1

3B)
Un helicoptero situado en el punto P = (1,2, 1) quiere aterrizar en el plano 7 : z4+y+32z = 0.

a) Calcule la ecuaciéon en forma continua de la recta de la trayectoria que lo lleve al punto
mas cercano a 7.

b) Halle dicho punto.

c) Calcule la distancia que debe recorrer.
selen Jul 2025 Solucion:
i) Es la recta perpendicular al plano por el punto, sirve por tanto de vector direccion de la recta el formado
por los coeficientes de x,y, z que es vector ortogonal al plano.
z—1
3

ii) El punto de interseccion entre la recta y el plano lo hallamos sustituyendo las ecuaciones paramétricas de

r:x—1l=y—2=

la recta en la ecuacion del plano:

T:1+t I::lill:i -

6 el , 5 16 =7
rig oy=2+t ; (A+)+2+)+3(1+3t) =0, t=——q y=2-3 =1 ; Pl= = )
B T I S 111 11
z=1+43t z = =11
iii) La distancia seréa:
) 16 -7 6
d(P, dPP’¢—12 92 (e —1)2 = ——
(Pom) = d(P.P) =[5 = 1P+ (G ~ 2P + (7 1 = =

= CUESTION 4 (a elegir entre 4A y 4B)
4A)

En un cine hay tres salas. En la sala S; hay 240 espectadores, en la sala So hay 180 y en la
sala Sz hay 80. Se sabe que la pelicula de la sala S; gusta al 40 % de los espectadores, la de
la sala Sg al 50 % y la de la sala Sz al 90 %. Cuando acaban las tres peliculas se elige a un
espectador al azar.

a) Calcule la probabilidad de que le haya gustado la pelicula.
b) Calcule la probabilidad de que le haya gustado si ha estado en la sala Ss.
c¢) Calcule la probabilidad de que haya estado en la sala S3 si le ha gustado.

selen Jul 2025 Solucioén:

Sea 57 el suceso “espectador de la sala” Sy ; p(S1) = m = % =048

Sea Ss el suceso “espectador de la sala” Sy ; p(S2) = % =036 S2
Sea S5 el suceso "espectador de la sala” S5 ; p(S3) = 587% =016

{51, 52,53} forman un sistema completo de sucesos. G
Suceso: G = "le ha gustado la pelicula” Ss S,

las probabilidades del suceso G condicionadas por Sy, Se, S5 son
p(G/S1) = 0'40,p(G/S2) = 0'50,p(G/S3) = 0'90
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a) Por el teorema de la probabilidad total:
p(G) = p(G/S1).p(S1) + p(G/S2).p(S2) + p(G/S3).p(S3) = 0'40 - 0’48 + 0’50 - 0’36 + 090 - 016 = 0’516
c) p(G/S3) =090

p(G/S3).p(S3) ~09-0'16
(G/S1).p(S1) + p(G/S2).p(S2) + p(G/S3).p(S3) — 0'516

4B) Un avion tiene capacidad para 260 pasajeros. Sin embargo, la compania aérea ha vendido

¢) Por Bayes: p(S3/G) = 5 = 0279

para un dia 280 billetes. La compania sabe que el 95% de los que compran un billete se
presenta en el aeropuerto el dia correspondiente. Consideramos el nimero de pasajeros que
se presentan el dia en el que se vendieron los 280 billetes.

a) Diga qué tipo de distribucion de probabilidad es, indicando la media y la desviacion tipica.
b) Calcule la probabilidad de que falten plazas en el avion.

c¢) Calcule la probabilidad de que no falten plazas en el avion.

d) Calcule la probabilidad de que ni sobren ni falten plazas en el avion.

selen Jul 2025 Solucioén:

a) Estamos ante una binomial X :  B(n,p) = B(280,0'95)
Media: = n-p = 280 - 0'95 = 266. Desviacion tipica o = \/n-p- (1 —p) = V13/3 = 3/647

b) Como se cumple que n-p > 5; n-q > 5 la binomial se puede aproximar por la normal X’ : N (266, 3'647)
p(X > 260) = { aplicando la correccién de Yates } = p(X' > 260'5) =
r—p 260’5 —266

tipificand = = =—1'51p =p(Z > —1'51) = p(Z < 1'51) = 09345
{1p1 cando z . T } p(Z > )=p(Z < )

¢) Es el contrario del anterior: p(X < 260) = 1 — 0'9345 = 0'0655

280
d) p(X =260) = (260

p(259'5 < X < 260'5) = p(X < 260'5) — p(X < 259'5) =

_260'5—266 __ . _ _ _
tipificando z = N —1'51; p(Z < —1’51) =1 —p(Z < 1’51) =1-0'9345 = 0’0655 _
z= 295266 — 1178, p(Z < —1'78) =1 —p(Z < 1'78) = 1 — (/9625 = 0’0375

0’0655 — 0'0375 = 0'028

) 0’95260 . 0052 = { aproximando con la normal } =
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2.2. Junio 2025

» CUESTION 1 (a elegir entre 1A y 1B)
1A)

Daniel quiere contratar a los musicos Dario, Hugo y José. El sueldo de Dario es el de Hugo
multiplicado por un pardmetro m > 0. El sueldo de Hugo es el doble del de José. La suma
del sueldo de José multiplicado por m mas el sueldo de Dario (sin multiplicar por m) maés el
sueldo de Hugo (sin multiplicar por m) es 600 €

a) Denotando por x el sueldo de Dario, por y el sueldo de Hugo y por z el sueldo de José,
plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente los datos del ejercicio.

b) Justifique que con estos datos se puede conocer el sueldo de cada uno (que solo dependera
de m).

c) Calcule la expresion general de cada sueldo (en funcién de m), y lo que cobra cada uno
para m = 2.

selen Jun 2025 Solucion:

T =my z—my =20
a) ¢ y=2z y—22=0
mz + x +y = 600 x4y + mz =600
1 -m 0
b) La matriz de coeficientes cumple |[M|=| 0 1 =2 |=m+2m+2=3m+2#0 puesto que m >0
1 1 m

Por tanto, Vm > 0 es un sistema tipo Cramer de solucién tunica.

Si se quiere aplicar Rouché rango(M) = 3 = rango(A) = numero de incognitas, el sistema es compatible
determinado, tiene solucién dnica.

¢) Resolviendo por Cramer:

0 —m 0 1 0 0 1 —m 0
0 1 =2 0 0 -2 0 1 0
600 1 m 1200m 1 600 m 1200 1 1 600 600
e 3m+2 :3m+2:’ v= 3m+2 :3m+2; T 3m+2 :3m+2

Que para m = 2, resulta en euros x = 300,y = 150,z = 75
1B)
Considere las matrices A, By C':

2 1 10 5 0
(1) e ) = (50)
a) Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus matrices

inversas.

b) Resuelva la ecuaciéon A* X B = C, donde A’ es la transpuesta de A.

selen Jun 2025 Solucion:
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Una matriz cuadrada tiene inversa si su determinante no es cero. La inversa de una matriz es la adjunta de
la traspuesta dividida por el determinante:

A =5 |Bl=1

1 2 1 !
Bt — ( 01 ) adj(B") = ( 9 (1) ) como el determinante es uno B~' = ( 9 (1) )
X
c

1 —1 5 0 1 0\ 1/10 0 10

_5(—1 2)'(5 0)'(—2 1)_3(50)'(—2 1)‘
2 0 10\ (20

(1 0)'(2 1)(1 0)

CUESTION 2 (a elegir entre 2A y 2B)

2A)

Considere un tridngulo rectangulo de catetos x e y cuya hipotenusa mide 7v/2 cm.

1
a) Demuestre que su area viene dada por la expresion f(x) = 5 V98 — 22

b) Calcule las dimensiones que debe tener dicho tridngulo para que su éarea sea la mayor
posible. ;Cual es el valor de dicha area maxima?

selen Jun 2025 Solucion:

Area: S = %
Pitagoras: 2 + y* = (7v/2). Despejamos y: y = /98 — 22 y vVt +y?
Sustituyendo en S:
x
/98 — z2
a) S(z) = Yo
2
/98 — 12 o812 — 4
b) S(z) = ‘ \/2 G- v 12 Y — ha de ser maxima
x 7
1962 — 42° . 1+ -
S'z)= ————==0; 196z —42° =0 z=+V49==27,2=0
(=) 44/9822% — x* / ’ S Ve N\

MAXIMO
Resulta drea maxima para el triangulo rectangulo de catetos x = 7;  y = v/98 — 72 = 7, triangulo rectangulo
isosceles
77
y ese area es: S = — = 24’5 cm?

2B)
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1
Considere la funcién f(x) =In (x Z )

a) Calcule la integral indefinida / f(z)dx.

b) Compruebe que el area de la region delimitada por la grafica de la funcion f(x) y el eje

OX entre los valores t =1y x=2es In 16

selen Jun 2025 Solucion:

1 =In (2, du=-LLdr=———dz 1 1
a)/ln(x+ )daz: u= ln( ) du ITHdT 33(.7J+1)dT :.rln(l+ )—/Clﬁ(idﬁlj:

x z(x+1)

1 . (1
xln(r+ >/ dmmln(i)Jrln(erl)JrC
x r+1 x
) La funcion es positiva en el intervalo de integracion, luego la integral definida da directamente el area:
z+1 : 3
S = dr = |z In +In(z+1) :21n§+ln3—(1n2+1n2):21n3—2ln2+1n3—
xr 1

2
2In2=3In3—-4In2=In3%>—-1n2* =127 —-1In16 = 1n1—g

= CUESTION 3 (a elegir entre 3A y 3B)

3A)
=1 xr="T7T43p
Considere las rectas r: ¢ y =5+ A s y=-H+u
z=A z2=17

a) Compruebe que se cruzan.
b) Halle la ecuacion de la recta perpendicular a ambas.

c) Calcule la distancia entre r y s.
selen Jun 2025 Solucioén:

a) Vamos a obtener un punto y un vector direcciéon de cada recta:

=
. { P.(1,5,0)

7=(0,1,1)
Py (7,-5,7)

En s: :
e { @ = (3,1,0)

Es inmediato ver que ¥ y @ no son proporcionales, luego las rectas no son paralelas, por tanto se cortan o se
cruzan.

Consideramos el vector P, P, = (6,—10,7). Veamos el rango de (P, P, 7, w). Calculamos el determinante de

6 —10 7
la matriz que forman: | 0 1 1 | = =57, por tanto r y s se cruzan.
3 1 0

Como piden la distancia y la perpendicular haremos el siguiente procedimiento:

1) Plano 7 que contiene a r y es paralelo a s:
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2) hallamos los planos 71, T2 perpendiculares al plano 7 que contienen a las rectas r y s respectivamente
3) la recta perpendicular buscada viene dada por la interseccion de 71 y 7.

r—1 y—5 =z
1) el plano 7 es 7 : 0 1 1]1=0, mz—3y+3z+14 =0 del que v = (1,-3,3) es vector
3 1 0
ortogonal.

2) plano 71 que contiene a r y es perpendicular a 7 es:
r—1 y—5 =z

0 ! ! =0, m:6x4+y—2—11=0

1 -3 3
plano ms que contiene a s y es perpendicular a 7 es:

r—T7 y+5 z—-7
3 1 0 =0, m:3x—9y—102+4=0
1 -3 3

6r+y—2z—11=0

3) la perpendicular comun es : { S — 9y — 102 +4 = 0

6r+y=11+4=2

Resolvemos para parametrizar: { S0 — 0y — —4+ 102

resolviendo por Cramer, g El) ‘ = —57
11+ 2 1 6 11+ 2
—44+10z -9 —192 - 95 3 —4410z 57z — 57
xr = = s y —= = = 1 — 2
—57 —57 —57 —57
_ 95 | =z _ 95 A

xr = 57 + 3 Tr = 57 + 3
la solucibnes ¢ y=1—=2 y=1—2X

z€R z=A

¢) La distancia de las dos rectas viene dada por la distancia de un punto de s, por ejemplo Ps(7,—5,7), al
plano 7

d(r,s) = d(Py,7) = A$0+By0+C’zo+D"7—1—154—214—14 BT
U Ve Ry || VIT9+9 | Vo

Otro método

A partir de las paramétricas:

r=1 r="T+3u
T y=5+2A S: y=-—-55+pu

Consideramos el vector Q,AQ’ que va de un punto ) genérico de r a un punto @’ genérico de s: Q,HQ’ =

(T+3u—1,-54+pu—(B4+N),7=XN) =(6+3u,—-10+p—\7=2X)

Hago que este vector sea paralelo al vector ortogonal v] = (1, —3,3), para ello sus coordenadas han de ser

proporcionales:

6+3p  —10+p—X  T—2A
1 -3 3

que es un sistema dos ecuaciones y dos incognitas i, A;
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—3(6+3u)=—10+pu—A 10— A =38 .
de sol i =—1,A= -2
{ 3(6+3u) =7 — A Op+ A= —11 CCSOHCOnesH :
r=7-3
Sustituyendo por ejemplo en s tenemos el punto de la perpendicular comin de s: y=—5—1 . El punto
z2="T7

€s Qs(47 _677)
r—4 y+6 2z-7

b) Ya tenemos un punto y el vector direccion de la perpendicular comun:

1 -3 3
r=1
¢) Sustituyendo A = —2 en 7, tenemos el punto que con el anterior da la minima distancia: r: ¢ y=5—2 .
z=—2

El punto es Q,(1, 3, —2)

d(r,s) = d(Qr,Qs) = V(4 —1)2 + (=6 = 3)2 + (T+2)? = VIT1

3B)

Considere los planos m =z —y+2=0ym=2+y—2=2

a) Calcule la ecuacion paramétrica de la recta en la que se cortan 7 y o

b) Halle la ecuacion de la recta que pasa por P(1,2,3) y no corta ni a 7m; ni a my

c¢) Calcule la proyeccion ortogonal de P en 7.
selen Jun 2025 Solucion:

a) Para hallar las ecuaciones de la recta resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de los dos planos:

_ -0
{ Tyt sumando queda 2x = 2; x = 1, sustituyendo:

TH+y—z2=2
— e — :1
I=y+z=0 gz , resultan las paramétricas ¢ y =1+ z r:g o y=14+A
1+y—2=2 y—z=1
z =z z =

b) El punto P no esta en ninguno de los planos dados, por tanto existe la recta buscada y sera la paralela a
la recta anterior r que pasa por el punto P(1,2,3)

r=1
y=2+A
z=34+ A

¢) La proyeccion ortogonal de P sobre 7 sera el pie de la perpendicular a w1 desde P.

r=1+p
Recta perpendicular a 7 desde P, sirve de vector direccion el vector ortogonal de 7y : (1,—1,1) y=2—-pu
z=34+p
Para hallar su punto de interseccién con 71, sustituimos en su ecuacion: © —y + 2z =0:
2
l+p—2—-—pw)+3+pu=0, 2+3u=0, p=-3
1-2=1
5 ’ 373 5 187
El punto proyeccién es: y=2+35 =5 laproyeccion es 3'3'3
z2=3-2=1
373
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= CUESTION 4 (a elegir entre 4A y 4B)
4A)

Considere dos urnas, U; y Us, tales que en U; hay 2 bolas rojas y 3 verdes, y en U, hay 6
bolas rojas y 3 verdes. El experimento aleatorio consiste en sacar una bola de U;, depositarla
en U, y, a continuacién, sacar una bola de U,. Calcule la probabilidad de que:

a) Salga una bola roja en U, sabiendo que ha salido roja en Uj.
b) Salga una bola verde en Us sabiendo que ha salido roja en Uy.
c) Salga una bola verde en Us.

d) Haya salido roja en U; sabiendo que ha salido roja en Us.

selen Jun 2025 Solucion:

< ™ < T

R <
&
v <
a) Salga una bola roja en U sabiendo que ha salido roja en Uyj.

7
Si se ha pasado bola roja la composicion de Us es ahora 7 rojas y 3 verdes p(Ro/R1) = 0

b) Salga una bola verde en Us sabiendo que ha salido roja en Uy. p(Va/Ry) = 3

10
¢) Salga una bola verde en Us.
Teorema de la probabilidad total:
p(Va) = p(Va/Ra) - p(R) + p(Va/ Vi) p(V) = 15 2 + 76 2 = =
d) Haya salido roja en U; sabiendo que ha salido roja en Us.
Teorema de Bayes:
pls ) = e PUBIID ) s
p(R2/R1)-p(R1) +p(R2/V1) - pVI) -3+ 52 14+18 32

4B)
El 2% de las piezas fabricadas por una méaquina son defectuosas.

a) Considere el nimero de piezas en buen estado de un lote de 10 piezas. Diga qué tipo
de distribuciéon de probabilidad es, indicando la media y la desviaciéon tipica. Calcule la
probabilidad de que haya exactamente 1 pieza defectuosa.

b) Considere el ntimero de piezas en buen estado de un lote de 2000 piezas. Diga qué tipo
de distribuciéon de probabilidad es, indicando la media y la desviaciéon tipica. Calcule la
probabilidad de que haya menos de 50 piezas defectuosas.

selen Jun 2025 Solucion:

a) Estamos ante una variable aleatoria discreta X nimero de piezas buenas de un lote de 10, es una distri-
bucién binomial B(n,p), n =10, p =098, es la probabilidad de que sea buena; B(10,0'98)
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La probabilidad de que haya = piezas buenas en el lote de 10 viene dada por: p(X = z) = <n> pt gt "
cong=1-—p

Los parametros de la binomial son:

p=np=10-098 =98, o2 =n.p.q=10-098-002=0196, o = 04427

Por tanto: media p = 9’8, desviacion tipica o = 04289

La probabilidad de que haya exactamente un defectuosa es:

px == ()

o ) <0987 -0’02 = 10- 07987 - 0'02 = 0’1667

b) Estamos ante una binomial X :  B(n,p) = B(2000,098)

Media: 41 = n - p = 2000 - 0'98 = 1960. Desviacion tipica ¢ = \/n-p- (1 — p) = v/2000 - 0'98 - 0/02/39'2 =
6'261

Como se cumple que n-p > 5; n-q > 5 la binomial se puede aproximar por la normal X’ : N (1960, 6'261)
p(X > 1951) = { aplicando la correccion de Yates } = p(X’ > 1950'5) =
v—p  1950'5 — 1960

tipificando z = = =152 = p(Z > —1'52) = p(Z < 1'52) = 0’9357
o 6261
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3.1. Julio 2024

= CUESTION 1

Taylor Swift tiene un total de 435 millones de seguidores en las tres siguientes redes sociales:
Instagram, X (antiguo Twitter) y YouTube. Si ganara en Instagram tantos seguidores como
la mitad de los que tiene en YouTube, el nimero de sus seguidores en Instagram seria el
doble de la suma de los que tiene en X y en YouTube.

Ademas, si Taylor recibiera cada mes 10 dolares por cada millén de seguidores en Instagram,
20 dolares por cada millon de seguidores en X y 30 ddlares por cada millén de seguidores en
YouTube, tendria unos ingresos mensuales de 6.500 dodlares.

Calcule cuantos seguidores tiene Taylor Swift en cada una de estas redes sociales.

selen Jul 2024 Solucion:

Sean:

r = numero de millones de seguidores en Instagram

y = numero de millones de seguidores en X

z = nimero de millones de seguidores en YouTube

r+y+2z=435 r+y+2z=435 T4y + 2z =435
r+5=2(y+2) 20+ z =4y + 2) 20 —4y—32=0
10z 4 20y + 30z = 6500 T+ 2y + 3z = 650 x4+ 2y + 3z = 650
1 1 1
Resolvemos por Cramer. [M|=| 2 —4 -3 |=-7
1 2 3
435 1 1 1 435 1 1 435
0 —4 -3 4 0 2 -4 0
650 2 3 1 650 -2 1 2 650
T = — =280; y= B 95; z= — = 60

Por tanto tiene 280 millones de seguidores en Instagram, 95 millones de seguidores en X y 60 millones de
seguidores en YouTube

27
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= CUESTION 2

Se dice que una matriz cuadrada A de orden 2 es una matriz ortogonal si cample que A-A" = I,
donde A’ denota la matriz traspuesta de A e I denota la matriz identidad de orden 2.

a) Estudie si las siguientes matrices son ortogonales o no:

V3/2  1/2 V3/2 1/2

—1/2 /3/2 —1/2 —/3/2
b) Si A es una matriz ortogonal cualquiera de orden 2, calcule razonadamente su determi-
nante.
c) Justifique que si A y B son dos matrices ortogonales cualesquiera de orden 2, entonces el
producto C'= A - B también lo es.
selen Jul 2024 Solucién:

(5 AT - (0 AU A)-( i)

) si es ortogonal.

—1/2 —/3/2 —1/2 —/3/2 —1/2 —/3/2 1/2 —/3/2

3/4+1/4 —\/5/4—¢§/4>< \} —V3/2
—V3/2 1

(o
(f/z 1/2)(@/2 1/2)*’:(@2 1/2).(@/2 —1/2)2
(-

# 1, no es ortogonal.
V3/4—/3/4 1/4+3/4 )

b) Para matrices cuadradas, el determinante de una matriz es igual al de su traspuesta, por otro lado el
determinante de un producto es el producto de los determinantes. Entonces:

|A-A' = |A]- A" = AP

|A- Al =|A- A7 =|I|=1

Por tanto: |A|? = 1 luego |A| = +1

¢) Como la traspuesta del producto es el producto de las traspuestas cambiadas de orden, tenemos:

C-C'=(A-B)-(A-B!'=A-B-B' A'=A-1-A'=1

= CUESTION 3
222
2?2 =22+ 3’
a) Calcule lim f(x)y lim f(x)
T——00 T—>00

Considere la funcion f(x) = definida para todo valor x € R.

b) Determine los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento de la funciéon f(z) y calcule sus
extremos relativos (maximos y minimos relativos).

c) Justifique que la funcion alcanza sus extremos absolutos (maximo y minimo absolutos) y
calcule el valor de dichos extremos absolutos.

selen Jul 2024 Solucioén:

2
a) lim f(x)= lim 2 00/09 , = 1If 2

00 z—oo 72 — 2z + 3 dividiendo por x
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Para lim es igual.

T——00

—42% + 122
b) f'(z) = ﬁ que se anula para x = 0,z = 3 estudiamos el signo de la derivada:
2 — 2
T 0 3
= - -
s 7 S
MINIMO MAXIMO

f decrece en (—o0,0) U (3,00) y crece en (0,3)

b) Como la funcion es derivable siempre y acotada los maximos y minimos relativos son también absolutos:

MINIMO en z =0, f(0) =0 MINIMO ABSOLUTO (0,0)

MAXIMO en 2 = 3; f(3) = 16—8 =3 MAXIMO ABSOLUTO (3,3)

= CUESTION 4

1
Considere la funcion f(x) = ﬂ, definida para todo valor de z > 0.

Vi
a) Calcule lim f(x)

T—00

b) Calcule la integral indefinida / f(z)dx

¢) Determine el valor de a > 0 para el cual se cumple que / f(z)de =4
1

selen Jul 2024 Solucion:
1

Inz 00/00 = 2
1f z) = lim —— = — lfim % = lfm ——= =0
Y T = B8 T LHepital ~ 0% - T S
' "Inz " u=Inz du=21dx
b 2)dr = | —=dr = [ 2 Y2 Inadr = - 12 = 222 Ing —
) /f(T) ‘ /ﬁ . /T e dv = 212 dg 7):9”1//2 — 971/2 . ne

1 . . . 1/2
/2:171/2;d:r/:2m1/zlnm—/2m*1/zdm:2:171/211&:17—211722\/511&:17—4\/5—&-0

c) /af(.r)d.r = [2v7 Inz - 4v7] = 2alna — 4/a - (2ﬁ 111174\/T> — 2/alna —4ya+4 = 4
Dcsplojamos a, 2valna—4v/a=0; Ina=2; a=e¢?

= CUESTION 5
Considere los planos  —y + 2 =0y z +y — z = 2 y los puntos P(1,2,3) v Q(1,1, 3).

a) Compruebe que ambos planos se cortan en una recta r y calcule la ecuacion continua de
dicha recta.

b) Compruebe que el punto P no esté en ninguno de los dos planos y calcule la ecuacion de
la recta que pasa por P y no corta a ninguno de los dos planos.

selen Jul 2024 Solucioén:
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a)

Lo haremos por dos métodos:

Método 1:

r—y+2=0

r+y—z=2
sistema es compatible indeterminado con solucién dependiente de un parametro, o sea, una recta, para pasar

Consideramos el haz de planos que determinan los dos planos: 7 : { es inmediato ver que el

la recta a paramétricas resolvemos el sistemas:

sumando las dos ecuaciones queda 2z = 2; x = 1, sustituyendo y pasando z al segundo miembro como

:1 =
, x R r=1 5 .
parametro: r : l—y+2=0 y =1+ X y por tanto la ecuacién continua de
y=1+z2
1+y—2=2 z=A

1 + r—1 y—-1 =z
arectaesr: — = F— = —

0 1 1
Método 2:

Consideramos el vector ortogonal de cada plano (1,—1,1) y (1,1,—1), eviden-
temente no son proporcionales por lo tanto no son paralelos y los planos se
cortan en una recta

Para hallar el vector direccion de la recta hacemos el producto vectorial de los

- — —

i3k
dos vectores ortogonales: | 1 —1 1 |=2j+2k wvector: (0,2,2) nos vale
1 1 -1

como vector direccion de la recta el (0,1, 1)
Para hallar un punto de la recta hacemos por ejemplo z = 0 en
- =0 —y=0
Pl ® ytz =y , resulta el punto (1,1,0) y por tanto la
T+y—z2=2 r+y=2
.. . r—1 y—-1 =z
ecuacion continua de la recta es r : 0 - 1 —1

b) P(1,2,3) no esta en ningtn plano porque al sustituir no cumple la igualdad: 1 =243 #0, 1+2—-3#2

La recta que pasa por P y no corta a ningin plano es la paralela a la arista del haz de planos:
r—1 y—2 =z-3
o 1 1

¢) Tomamos un punto genérico de r, expresado en las paramétricas (1,1 + A, \), y hacemos que equidiste de
Pyde@

VI=1)24+1+X-22+(A=3)2=+/(1-1)2+(1+A—1)2+ (X - 3)2 Resolviendo \ = %

rz=1
31
Sustituyendo el parametro: y=1+ % = % , el punto de r que equidista de P y @ es (1, 3 5)
1
=1
2

CUESTION 6

Considere los planos t +y+2=—-3yx+y—z=3y larectar: xT_l = y_—i—l = %
a) Compruebe que ambos planos se cortan y calcule el d&ngulo que forman.

b) Estudie la posicion relativa de la recta r con el plano x +y — z = 3.

c¢) Determine los puntos de la recta r que equidistan de ambos planos.
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selen Jul 2024 Solucion:

a) Counsideramos el vector ortogonal de cada plano (1,1,1) y (1,1, —1), evidentemente no son proporcionales
por lo tanto no son paralelos y los planos se cortan.

El angulo es el menor de los dos angulos diedros que determinan.
Se halla a partir del angulo que forman los vectores ortogonales.
v=(1,1,1);@ = (1,1, —1);

vl 1+1-1] 1

V33 |3

1
arcos(g) = 70,5287°

cos(a’) =

ol ||

b) El vector direccion de r es (2,1,3), el ortogonal del plano es (1,1, —1), si hacemos su producto escalar

resulta: (2,1,3) - (1,1,—-1) = 24+ 1 — 3 = 0, luego son perpendiculares por tanto la recta y el plano son
paralelos puesto que el punto (1,—1,0) de la recta no esta en el plano.

¢) Ponemos la recta en paramétricas y sustituimos en la formula de la distancia de un punto al plano
Axzo + Byo+ Czo+ D

A2 4+ B%?+4C?
r=14+2t
T y=—-14+t

z =3t

6+3t=3;, t=-1
6+3t=-3; t=-3

’1+2t—1+t+3t+3‘_‘1+2t—1+t—3t—3 .

V3 V3 ’
r=1+2(-1)=-1

Resultan los puntos t = —1:¢ y=—-1—1=-2 Punto (-1, -2, -3);
z=3(-1)=—3

643 = |3/ {

r=1+2(-3)= 5
t=-3:¢{ y=-1-3=-4 Punto (=5, —4, —9);
2 =3(-3)= -9

nota: el que la distancia al segundo plano de los puntos de la recta no dependa de ¢, nos dice que la recta es
paralela a ese plano.

= CUESTION 7

E1 60 % de los habitantes de una poblacién consume pan integral, el 40 % consume pan blanco
y el 20 % consume ambos tipos de pan.

a) ;Son independientes los sucesos ¢onsumir pan integrale ¢onsumir pan blancol

b) Sabiendo que un habitante consume pan integral, jcudl es la probabilidad de que consuma
pan blanco?

c¢) Calcule el porcentaje de la poblacién que no consume ninguno de los dos tipos de pan.

d) Sabiendo que un habitante no consume pan integral, jcudl es la probabilidad de que
consuma pan blanco?

selen Jul 2024 Solucioén:

Consideramos los sucesos: A consumir pan integral, B consumir pan blanco.
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Las probabilidades son: p(A) = 0'60; p(B) =0'40; p(ANB) =020

a) p(A) -p(B) =060 - 0'40 = 0'24 # 0'20 = p(A N B), luego no son independientes.
p(ANB) 020 1

B ) S - = 0/3333
P(A) 060 3

b) p(B/A) =

¢) No consumir ningn pan es el complementario de consumir
algiin pan, o se el complementario de AU B:
p(AUB) = p(A) +p(B) — p(AN B) =060 + 040 — 0’20 = 0’80,
el complementario tiene de probabilidad:
p(AUB)*=1—-p(AUB)=1-080= 020

BNA®) 020 1

d) p(B/A°) :p(PW =G0 =305

CUESTION 8
Trabaje con 4 cifras decimales para las probabilidades y con 2 para los porcentajes.

Una fabrica de componentes de ordenador produce 2500 microprocesadores al dia. Sabiendo
que el porcentaje de microprocesadores defectuosos fabricados es del 2%, responda razona-
damente a las siguientes cuestiones:

a) /Qué distribucion sigue la variable aleatoria que cuenta el niimero de microprocesadores
defectuosos fabricados al dia?

b) Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.

c) /Cual es la probabilidad de que en un dia el nimero de microprocesadores defectuosos
fabricados sea menor o igual que 577

d) ;Cudl es la probabilidad de que en un dia el nimero de microprocesadores defectuosos
fabricados sea exactamente 507

selen Jul 2024 Solucién:
a) Estamos ante una binomial X :  B(n,p) = B(2500,0'02)
b) Media: g =n-p = 2500002 = 50. Desviacion tipica 0 = y/n-p- (1 —p) =49 =7

¢) Como se cumple que n-p >5; n-q > 5 la binomial se puede aproximar por la normal X’ : N (50, 7)

_ |l ~S
p(X < 57) = { aplicando la correcciéon de Yates } = p(X' < 57'5) = { tipificando z = vop TS50 1'07} =

o 7
p(Z < 1'07) = 0’8577

2r
d) p(X =50) = ( ;80) -002%° . 0/98%4°% = { aproximando con la normal } = p(49'5 < X < 50'5) = p(X <
= 205250 = 0/07; p(Z < 0'07) = 0'5279
50'5) — p(X < 49'5) = { tipificand . g 7 -
) = p( ) tpricando { =250 = _007; p(Z < —-007) =1-05279 = 0'4721

0’5279 — 0’4721 = 0'0558
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3.2. Junio 2024

= CUESTION 1

En los anos 2022 y 2023, Carlitos Alcaraz gané un total de 10 torneos de categorias Grand
Slam, Masters 1000 y ATP 500, lo que le proporcion6 un total de 10.000 puntos. El ntimero
de torneos ganados de categoria ATP 500 fue 1 més que la mitad de la suma del ntmero
de torneos ganados de las otras dos categorias. En la siguiente tabla se detallan los puntos
conseguidos por cada torneo ganado en cada una de las categorias:

Grand Slam = 2.000 puntos Masters 1000 = 1.000 puntos ATP 500 = 500 puntos

Con esta informacion, calcule el ntimero de torneos de cada una de las tres categorias ganados
por Carlitos en los anos 2022 y 2023.

selen Jun 2024 Solucion:

Sean:

x = namero de torneos de Grand Slam ganados
y = numero de torneos de Masters ganados

z = namero de torneos de ATP ganados

r+y+z=10 r+y+2z=10 r+y+2z=10
2000z 4- 1000y + 500z = 10000 2000z + 1000y + 500z = 10000 4z + 2y + 2z = 20

Z:m;—y_’_l r+y—2z=-2 T4y —2z=-2
1 1
Resolvemos por Cramer. |[M| =| 4 1|=6

1 -2

10 1 1 1 10 1 1 10

20 2 1 4 20 4 2 20

-2 1 =2 1 -2 =2 1 1 -2

6 6 6

Por tanto ha ganado en 2022 y 2023: 2 torneos Grand Slam, 4 torneos Masters 1000 y 4 torneos ATP 500

= CUESTION 2

Se dice que una matriz cuadrada A de orden 2 es una matriz de Hadamard si esté formada
solo por 1’s y -1’s y cumple que A - A" = 21, donde A" denota la matriz traspuesta de A e I
denota la matriz identidad de orden 2.

a) Determine cudl de las siguientes matrices es de Hadamard:
( 11 ) ( 1 1 )
-1 1 -1 -1
b) Si A es una matriz de Hadamard cualquiera de orden 2, calcule razonadamente su deter-

minante.

c) Justifique que toda matriz A de Hadamard de orden 2 es regular (o invertible) y obtenga
una expresién para su inversa en términos de A’ .
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selen Jun 2024 Solucion:

a) Como en el tercer apartado de dice que la matriz de Hadamard es invertible, es seguro que la segunda
matriz no lo es por tener dos filas proporcionales y ser su determinante 0.

1 1 1 -1 2
Veamos la primera: A - A" = < > : ( ) = < 0 ) = 21. Efectivamente esta matiz es de

-1 1 1 1 0 2
Hadamard

b) Como el determinante de una matriz es igual al de su traspuesta y el determinante del producto de
matrices cuadradas es el producto de los determinantes, a partir de A - A® = 21 tenemos que:

21| = 4 = |A- A'| = |A] - |A!| = |A]%; por tanto |A] = £2

¢) En A- A" = 2], multiplicando a la izquierda por A~!, se tiene:

1
AL AAT=AT 2L A= AR, AT =S
CUESTION 3
Calcule los siguientes limites:
cos(3z) — cos(2z
a) lim (32) (22)
z—0 ,I‘2
b) lim (\/x+9—\/:1:—9>
T—r00
o Inz
c) lim —
T—00 x
selen Jun 2024 Solucion:
a) lim cos(3x) — cos(2x) _ 0/0. — lim —3sen(3z) + 2sen(2x) _ 0/0. ~ lm —9cos(3x) + 4 cos(2x)
z—0 2 I’Hopital ~— 2—0 2 L’Hoépital ~— 2—0 2
9+4 5
22
00 — 00 (Ve+9—-vVz—9) (Vo +9+ vz —9)
b) 1i v —vVx—9) = =i
) Tohso ( o . ) multiplicamos por el conjugado o300 VIE9+vz -9
 a+9-(z—9) 18
lim =—=0
z=oo\/r+9++/r -9 0
Inax ‘ 1
¢) lfm —= 20/ g I g 2 =

z—00 W = L’Hopital e N3

CUESTION 4

a) Calcule la siguiente integral indefinida / 2% sen x dx

b) Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales © = —7/2 y

r =7/2, y la grafica de la funcién f(x) = 2*sen .

selen Jun 2024 Solucion:
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dv=senxdr v=—cosx dv =cosxdx v =senz

. =% du=2xd ' =2r du=2dx
a) /xz sonxdx{ ve ! Lo } 7.1’2(305.CC+/ 2z cosxdx{ “ Lo ‘ }
—a? cosx + {233 senaz—/?senxdl} = —22 cosz 4 2x senz + 2cosx + C

b) Como la funcion cambia de signo en z = 0 y la region es simétrica respecto al origen el area buscada es
el doble del area encerrada entre x =0, x=7m/2

S =25
/2 ) 5 /2 ™
S, = r“ senxdr = [fx cosx + 2x scnx+2cos.7:]0 = -3
J0
0+2%+07(0+0+2):W72 x
2
S =2m —4 u?
= CUESTION 5
. . r y—1 =z
Considere el plano 7 de ecuacién  +y + 2z = —1 y la recta r dada por 1= 1T =0

a) Compruebe que el plano 7 y la recta r son paralelos.
b) Calcule la distancia de la recta r al plano =.

c¢) Calcule la ecuacion general (o implicita) del plano que contiene a la recta r y es perpen-
dicular al plano .

selen Jun 2024 Solucion:

a) De la ecuacion del plano 7 : x +y + z = —1 obtenemos que ¥ = (1,1, 1) es vector ortogonal a 7
r y—1 =z
De la ecuacion de la recta r : e 4 T =0 obtenemos que @ = (1,—1,0) es vector direccion de r

El producto escalar v-w =1 —1 = 0, luego los vectores son perpendiculares y por tanto la recta es paralela

al plano.

b) La distancia de la recta r al plano 7 es la distancia de un punto, por ejemplo P(0,1,0), de r al plano 7

i) = apm) = | LR P < | ] -

¢) El vector ortogonal ¢ = (1,1,1) de 7 nos sirve como un vector direccion del plano buscado, otro es el

direccion de r : W = (1,—1,0) y como punto nos sirve P(0,1,0), de r

z y—1 =z
1 -1 0|=—2—-y+22+1=0. El plano tiene de ecuacion z +y — 2z =1
1 1 1

= CUESTION 6
Considere las siguientes rectas:

. r+2y=13 5 r+2z2=4
|l z=2 | —z+y=3
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a) Compruebe que ambas rectas se cruzan en el espacio.
b) Compruebe que el punto P(0,3,0) no esta en ninguna de las dos rectas.

c) Calcule la ecuacion del plano (en cualquiera de sus formas) que contiene al punto P y es
paralelo a ambas rectas.

selen Jun 2024 Solucion:
a) Vamos a obtener un punto y un vector direccion de cada recta:
Ponemos las rectas en paramétricas:

=13 -2\

=13-2 P.(1 2
En r pasamos y al segundo miembro 7 : . 3 Y rid oy=2A por tanto: r:q (13,0,2)
z=2 U= (-2,1,0)
z =2
r=1-2u
En sd jamos en funcion d y=4-22 4-2 or tanto
n s despejamos en funcion de z s : =4 - r tanto:
Pel r=-34+y=-3+4-2:=1-22 J oo
Z=1
Py(1,4,0)
tanto: s:
por tanto 9{7(2 o1)

Es inmediato ver que ¥ y w no son proporcionales, luego las rectas no son paralelas, por tanto se cortan o se
cruzan.

-

Consideramos el vector P, P, = (13 —-1,-4,2) = (12,—4,2). Veamos el rango de (PsP,, ¥, w). Calculamos el

12 —4 2
determinante de la matriz que forman: | —2 1 0 | = 16, por tanto r y s se cruzan.
-2 -2 1
. , T+ 2y =13 .
b) Comprobamos si el punto P(0,3,0) estd en 7 : 9 es evidente que no cumple la segunda
z =

ecuacion, luego P no estd en r

2z =4
Comprobamos si el punto P(0,3,0) esta en s : { * ++Z 3 es evidente que no cumple la primera
—rty=

ecuacion, luego P no esta en s

¢) Del plano buscado conocemos el punto P(0,3,0) y los vectores direccion v = (—2,1,0), @ = (-2, -2, 1),
la ecuacion matricial del plano es por tanto:

r y—3 =z

-2 1 0]=0

-2 =2 1

Desarrollando el determinante resulta la ecuacion general del plano: = + 2y + 62 = 6

CUESTION 7

El juego de los dados de Efron tiene 4 dados diferentes. Todos ellos son dados perfectos de
6 caras equiprobables, pero la numeracion de sus 6 caras es diferente en cada uno, segin se
detalla en la siguiente tabla:
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Dado A| 0| 0| 4| 4| 4| 4
DadoB| 3| 3| 3| 3| 3| 3
Dado C| 2| 2| 2| 2| 6| 6
DadoD| 1| 1| 1| 5| 5] 5

Ana elige el dado A, Bea elige el dado B, Ceci elige el dado C y Delia elige el dado D. El
juego consiste en que cada jugador lanza su dado, gana aquel que saque la mayor puntuacion
y pierde aquel que saque la menor puntuacion. Pueden jugar uno contra uno o todos contra
todos. Calcule:

a) Si Ana juega contra Bea, jcudl es la probabilidad de que gane Ana?

b) Si Ana juega contra Bea 8 veces, jcuél es la probabilidad de que Bea gane al menos 3
veces?

¢) Si Ana juega contra Ceci, jcudl es la probabilidad de que gane Ceci?

d) Si juegan todos contra todos, jcudl es la probabilidad de que Ana ni gane ni pierda?
selen Jun 2024 Solucion:

a) Llamamos:

e (A al suceso salir 0 en el dado A de Ana.
e 4A al suceso salir 4 en el dado A de Ana.
e 3B al suceso salir 3 en el dado B de Bea.
e ...

e D representard que sale cualquier niimero en el dado D

La probabilidad de que gane Ana es la de que salga un 4 cuando tira su dado, no depende de lo que saque
4 2
Bea: p(4A4) = - = =
cas p(44) = 5 = 2

b) Estamos ante una binomial, consideramos éxito que gane Bea, X :  B(n, p) ) que gane Bea al

wl»—\

B(8,
menos tres veces es p(X > 3), lo hacemos por complementario: p(X > 3) =1 — p(X < 2),

8 8
PX < 2) = X =046 = 1)+ p(x =) = ()23 + ()13 3y ()1m (2/3)" =
0'0390 + 0'1561 + 0’2731 = 0'4682
La probabilidad que gane Bea al menos tres veces es p(X > 3) = 1 — 0'4682 = 0’5318

¢) Que gane Ceci frente a Ana es el suceso 0A U (4A N 6C), uniéon disjunta:

2 4 2 5
ane Cecia Ana) — = 4+ =.2 -2
p(gane Ceci a Ana) 5 + 5'5=3
d) Que Ana no gane ni pierda es el suceso (4AN3BN6CND)U(4AN3BN2C N5D), uniéon disjunta
2 4 4 3 4

4
p(Ananiganenipierda):6-1-6-1—&—6-1-6-6:5
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= CUESTION 8

Trabaje con 4 cifras decimales para las probabilidades y con 2 para los porcentajes.

El cociente intelectual (CI) de los estudiantes de Bachillerato de la Region de Murcia sigue
una distribucién normal de media p y desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que el 6,68 %
de estos estudiantes tiene un CI mayor que 115y que el 59,87 % tiene un CI menor que 102,5.

a) ;Cuél es el porcentaje de estudiantes con CI entre 102,5 y 1157

b) Si se eligen al azar 6 estudiantes, jcudl es la probabilidad de que al menos 5 de ellos tengan
un CI menor que 1157

c¢) Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.
selen Jun 2024 Solucion:
Nos dicen que estamos en una normal N (i, o) y que p(X < 102'5) = 0’5987 y que p(X > 115) = 00668

a) La probabilidad que piden es el resto de 1, la comprendida entre esos
dos valores de CI, pero en tanto por ciento, es decir:

p(102'5 < X < 115) =1 — 0’5987 — 0’0668 = 0'3345
Por tanto el 33’45 % es el porcentaje de estudiantes con CI entre 102’5 /—\
y 115. .

X1 i)
b) La probabilidad de que un estudiante tenga CI menor que 115 es p(X < 115) = 1 — p(z > 115) =
1 —0'0668 = 0'9332, si se hacen 6 clecciones, estamos ante una binomial, consideramos éxito que tenga CI

menor que 115, Y :  B(n,p) = B(6,09332) que al menos haya 5 éxitos p(Y > 5) = p(X =5)+p(X =6) =
6 - 6 X
(5) 0'9332° - 00668 + (6) 093325 = 0'9441

¢) De la normal N (u, o) sabemos que que p(X < 102'5) = 0’5987 y que p(X < 115) = 0'9332.
En normal N(0,1):

p(Z < 21) = 0’5987 se corresponde con z; = 0’25

p(Z < 22) = 0'9332 se corresponde con 25 = 1’5

Sustituyendo en la férmula de la tipificacion z = p + o - z tenemos:

1025 =pu+0-025
115=p+o-15

Resolviendo el sistema: 115 — 102’5 = (1’5 — 0'25)0; o = 10, 115 = p+10-1'5; = 100.
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= CUESTION 1

Se quiere calcular un nimero de tres cifras con los siguientes datos:

i) La suma de sus tres cifras es 9.

ii) Si permutamos la cifra de las centenas con la cifra de las unidades, el nimero obtenido es
el nimero inicial menos 99.

iii) Si permutamos la cifra de las decenas con la cifra de las unidades, el nimero obtenido es
el namero inicial méas 36.

a) Denotando por x la cifra de las centenas, por y la de las decenas y por z la de las unidades,
plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente la informaciéon dada en

i), ii) y iii).
b) Calcule el namero en cuestion.
selen Jul 2023 Solucion:

a) El namero "zyz” tiene de expresion polinémica 100z + 10y 4 z, por tanto

r+y+z=9 r+y+z=9 r+y+z=9
100z 4+ 10y + = = 100z 4+ 10y + 2 — 99 99z — 99z = —99 r—z=1
100z 4+ 10z + y = 100z 4+ 10y + 2 + 36 9z — 9y = 36 y—z=—4
1 1 1
b) Resolvemos por Cramer [M|=|1 0 -1 |=3
1 -1
1 1 1 1 1
1 0 -1 1 -1 1 0 1
-4 1 -1 0 -4 -1 01 —4
r=—"—"—=9; y=—"—"—=0; z= =4
1 1 1

El ntmero es 504.

39
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= CUESTION 2

Se dice que una matriz cuadrada A es 2-nilpotente si cumple que A? = 0.

a) Justifique razonadamente que una matriz 2-nilpotente nunca puede ser regular (o inverti-
ble).
3 -9

1 _3 ) es 2-nilpotente.

b) Compruebe que la matriz A = (

6 a

4b ) es 2-nilpotente.

c¢) Determine para que valores de a y b la matriz A = (

selen Jul 2023 Solucioén:

a) Como el determinante de la matriz producto de dos matrices cuadradas es el producto de los determinantes
|A%| = 0 = |A| - |A] por tanto el determinante de A es cero y no es invertible.

3 -9 3 -9 9-9 —27+27 0 0 .
b) A-A(l 3)-(1 3)(33 9+9)<0 0)@52—nﬂpotgntc.

o) 6 a ' 6 a\ [ 36+4a 6a+ab ) (0 O
4 b 4 b ) \ 24440 da+b* ) \ 0 0
Resulta 2-nilpotente sia = -9y b= —6

CUESTION 3
Considere la funcion f(x) = x e *, definida para todo valor de = € R.
a) Calcule lim f(x).

T—r00

b) Calcule la derivada de f(z) y determine los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento

de la funcion f(x) y sus extremos relativos (méximos y/o minimos).

c) Calcule la integral indefinida de la funcion f(z).

selen Jul 2023 Solucion:
z o0 /00

1
a) lim ze = lim — _ ' = lim — =0.
T—00 z—oo ¥ L’Hopital — z—o0 e

b) f'(z) =e * —ze ¥ =(1—x)e * se anula para x = 1

T 1
/

— —
s N
MAXIMO

estudiamos el crecimiento con el signo de la derivada:

1
Por tanto: f(z) crece en (—o0, 1), tiene un maximo en (1, —) y decrece en (1,00)
e

C)/l’emdl’:{ u=a; du=de . }:—mex—/—exd;r:—mex—e”—&-c

dv=e"%dx, v=-—e
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= CUESTION 4

senax

Considere la funcion f(x) = 1T ol s
cos?x

, definida para todo valor de z € R, donde

cos? x = (cos x)>.

a) Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).

w/2
b) Calcule la integral definida / f(z)dz.
0

c¢) Determine la primitiva de f(z) que pasa por el punto (7, 1).

selen Jul 2023 Solucioén:

o osx =t 1
a) /ﬂdl’ = { cose } = /mdt = —artant = —artan(cosx) + C

1+ cos?zx —senzdr = dt

b) P _sena d tan (cos(r/2)) + ar tan (cos(0)) tan0 + artanl = —
D — X = —artan (Cos(m ar tan (Cos = ar tan ar tan = —
Jo 1+4cos?zx 4

¢) F(x) = —artan(cosx) + C, F(r)=1; —artan(cosm)+C =1; —artan(—1)+C =1;

T ™
—+C=1, C=1-—
4+ ' 4

7r
La primitiva es F(z) = —artan(cosz) + 1 — 1

s CUESTION 5

Los puntos A = (6,—4,4) y B = (12, —1, 1) son dos vertices de un triangulo. El tercer vértice
rT—2y=>5
rT+22=5

C es la proyeccion ortogonal del vértice A sobre la recta r : {
a) Calcule las coordenadas del vértice C.

b) Determine si el triangulo ABC tiene un angulo recto en el vértice A.

c) Calcule el area del triangulo ABC.

selen Jul 2023 Solucioén:
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a) Pasamos la recta r a forma paramétrica: (pasamos z al segundo
miembro como parametro)

r=A\
2y=—-5+z y—_TS—l-%x -5, 1
22=5—=x z=3-1z y:?t?\
21 21 2=3—1x
Un vector direccion de 7 es (1, =, —=), o mejor v = (2,1,—1)

Para encontrar la proyeccion de A(6, —4,4) sobre r hallamos el plano
7 perpendicular a r por A, nos sirve el vector ¥ = (2,1, —1) direccion
de r como ortogonal de 7: 2x+y—2+D =0,

sustituyendo A : 2-6—-4—-44+D =0, D = —4, el plano es
T=2r+y—2z—4=0

La proyeccion de A sobre r es el punto interseccion de r y 7, susti-
tuimos las paramétricas de r en la ecuaciéon de 7:

-5 1 5 1
N — A= (2 —ZN\) -4 = A=5—-4=0; A=3.
At H5A= (55N 0, 3A\—5 0; 3
€r =

y=ZF +tg3=F +5=-1

_ 5 lg _ 5 3 _

z=g-g3=3-5=1

La proyeccion de A sobre r es el punto C(3,—1,1)

b) Vemos si los vectores AB = (6,3,-3)y AC = (—3, 3, —3) son ortogonales, el producto escalar es AB-AC =
—18 4+ 9 4+ 9 = 0 efectivamente el angulo en A es recto

¢) Podemos calcularlo por la mitad del modulo del producto vectorial de AB y A@, pero como hemos visto
que son ortogonales aplicamos la tradicional area del triAngulo base por altura partido por dos

modulo de AB = /62 + 32 + (=3)2 = V54 y de AC = /32 + 32 + (=3)2 = V27
VBA-V2T  21V/2 L2

Area del triangulo: =

2 2
CUESTION 6
1
Considere el plano 7 de ecuacion 7 :  2x+ay —2z = —4 y la recta r dada por r : z ;_ =
y+1 z-=5
1 =2

a) Estudie la posicion relativa del plano 7 y de la recta r en funcién del parametro a.
Se sabe que cuando a = 1 la recta r corta al plano w. Para ese valor de a:
b) Calcule el punto de corte de la recta r y el plano 7.

c) Calcule el angulo que forman.
selen Jul 2023 Solucion:

a) De la ecuacion del plano 2z 4+ ay — 2z = —4 obtenemos que ¥ = (2, a, —2) es vector ortogonal a 7, de los
denominadores de la ecuacion de la recta que @ = (2,1, —2) es vector direcciéon de 7. Si hacemos el producto
escalar de los dos vectores - W = (2,a,—2)-(2,1,—2) = 44 a+4, nos dice que esos vectores son ortogonales

cuando a = —8, por tanto el plano 7 y la recta r son paralelos o bien la recta esta contenida en el plano si
a = —8.
Consideramos el punto P(—1,—1,5) de r y vemos si esta en el plano 2z —8y —2z = —-4: —2+4+8—-10= —4

efectivamente verifica la ecuaciéon. Por tanto:
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Si a = —8 la recta esta contenida en el plano.

Si a # —8 la recta corta al plano.

b) Paraa=1el planoes: 7: 2x+y—2z=—4.

r=—-142A
Para hallar el punto de corte de la recta sustituimos las paramétricas de r : y=—1+ X en laecuacion
z=5—2\

del plano

r=-142=1
o 2(=1420)—14+A-2(5—-2\) = -4, —13-A=-4, 9A =9, A\ =1.Sustituyendo:{ y=-1+1=0
5-2=3

El punto de corte es (1,0, 3)

¢) El angulo es el menor angulo que forma la recta r con su proyeccion ortogonal sobre el plano.

Se halla a partir del angulo que forman el vector direccién de la recta y el vector ortogonal del plano, el
angulo buscado es el complementario.

U= (2,1,—2) es vector ortogonal a 7 y @ = (2,1, —2) es vector direcciéon de r, el mismo, por tanto recta y
plano son perpendiculares, el angulo es 90°.

s CUESTION 7

En un cine hay 3 salas y un total de 250 espectadores repartidos de la siguiente manera: 100
espectadores en la sala A, 50 en la sala B y 100 en la sala C. Se sabe que la pelicula de la
sala A gusta al 80 % de los espectadores, la de la sala B al 20 % de los espectadores y la de
la sala C al 60 % de los espectadores. A la salida de las tres peliculas se elige un espectador
al azar. Calcule:

a) La probabilidad de que el espectador haya estado en la sala C.

b) La probabilidad de que le haya gustado la pelicula, sabiendo que ha estado en la sala C.
c¢) La probabilidad de que le haya gustado la pelicula y haya estado en la sala C.

d) La probabilidad de que le haya gustado la pelicula.

e) La probabilidad de que le haya gustado la pelicula o haya estado en la sala C.
selen Jul 2023 Solucion:

{A,B,C,} , forman un sistema completo de sucesos. Sea F' el suceso gustar la poh’cula V' su contrario.

04 A

~ 100 80 1007,
p(A)*250*04a p(B)7250—02, p(C) = 950 0’4 X 02B<

< =2 < =3<
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b) p(F/C) = 0'6

) p(FNC) =p(C)-p(F/C) = 0/4-0'6 =024

d) Teorema de la probabilidad total:

p(F) = p(F/A) - p(A) + p(F/B) - p(B) + p(F/C) - p(C) = 0,8-0,4+0,2-0,2+0,6-0,4 = 0,6
e) p(FUC) = p(F) +p(C) — p(FNC) =06+ 04— 024 =076

CUESTION 8

En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades y 2 decimales para los
porcentajes.

El peso de los recién nacidos en la Region de Murcia sigue una distribucion normal de media
1y desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que el 67 % de los recién nacidos pesan menos
de 3,464 kg y que el 1,5% de los recién nacidos pesan mas de 4,502 kg.

a) Cual es el porcentaje de recién nacidos cuyo peso esta comprendido entre 3,464 y 4,502
kg?

b) Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.

c) Calcule el porcentaje de recién nacidos que pesan menos de 2,33 kg.

selen Jul 2023 Solucion:

a) El porcentaje de nacidos con peso comprendido entre 3,464kg y 4,502 kg sera 100 — 67 — 1’5 = 31'5%

b) De la distribucion normal N (u, o) sabemos que p(X < 3'464) = 0’67 y que p(X > 4'502) = 0'015. Vamos
a hallar la media y la desviacion tipica.

En la tabla de la normal N(0,1):

0’67

06700 : { —» 21 =044

Z1

m
1—0015=0985 —: { — 25 =217 :

72

Resulta entonces N(32,06)

z =

) {0’44(73’464u {1’7301’038; o=006

o 2170 = 4’502 — pw=3464—044-0'6 = 3'2

¢) En la distribucion normal: N(32;06).
Hallar p(X < 2,33)

rT—pn 2 —-3,2
{tipiﬁcandozT p_ 23373 1,45}

o 0,6
p(Z > —1,450) = 0,0735 /\

El 735 % de recién nacidos que pesan menos de 2’33 kg. 2’33
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= CUESTION 1

Una papeleria vende boligrafos, rotuladores y libretas. Una libreta cuesta el doble que un
boligrafo y un rotulador juntos, un boligrafo cuesta la sexta parte que una libreta, y un
rotulador cuesta el doble que un boligrafo.

a) Denotando por z el precio de cada boligrafo, por y el de cada rotulador y por z el de
cada libreta, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente los datos
del ejercicio.

b) Justifique que, con estos datos, no se puede conocer el precio de cada uno de los tres
productos.

c¢) Calcule el conjunto de todas las posibles soluciones del sistema.

d) Sabiendo que una libreta cuesta 18 euros, calcule el precio de cada producto.

selen Jun 2023 Solucion:

z=2(x+vy) 204+2y—2=0 204+2y—2=0
a) r=Z r—%=0 6r—2z=0
y =2 20—y =0 20 —y =0

b) Es un sistema homogéneo; estudiamos el rango de la matriz de coeficientes:

2 2 -1
[M|=|6| 0 —1|=0, por tanto como el menor resaltado es distinto de cero el rango es dos, queda un
2| -1 0

sistema compatible indeterminado con infinitas soluciones dependientes de un pardmetro, por tanto no se
puede conocer el precio de cada producto.

¢) Para resolver el sistema, es decir para expresar las soluciones, escogemos las dos ultimas ecuaciones y
pasamos la x al otro miembro como parametro:

r=u r=A
z = 6x y=2\ , ANER
y =21 z =06\

d) Si la libreta cuesta 18 € los otros precios serfan: boligrafo %8 =3 € ,rotulador 6 € .
= CUESTION 2
a a -1 —4 5 —6
Considere las matrices A = , B = C=
(—1a) (2 3) Y (—23)
a) Determine para que valores del pardmetro a la matriz A es regular (o invertible).

Se sabe que cuando a = —2 la matriz A es regular (o invertible). Para ese valor de a:

b) Calcule la inversa de A y compruebe que A-A™' = I, con I la matriz identidad de orden
2.
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¢) Resuelva la ecuacion matricial AXA™ + B = C”, donde C” denota la matriz traspuesta
de C.

selen Jun 2023 Solucion:

a

1 ¢ ‘—a2+a,que se anula para a = 0y a = —1, por tanto
-1 a

a) Calculamos el determinante de A: |A| = ‘

para a # 0, —1 la matriz tiene inversa.

b) Para a = —2 resulta A = ( :i :; )

La inversa es la adjunta de la traspuesta dividida por el determinante:

Hallamos A™*;|A| =2; A'= ( _; _; ); adj(A") = ( _? _; ); Al = ( -

_ -2 =2 -1 1 2—1 =242 1 0
b . A . A 1 = . e —
Comprobamos <—1 —2> ( ! —1) <1—1 —1+2) <o 1)
¢) Despejamos primero la X en la ecuacion matricial:

AXA '+ B =C" AXA' =0T -B;, A'AXA = A1 (CT -B); XA = AT -
B); XA 'A=A1CT"-B)A X=A1(CT - B)A. Es decir:

cr-n=( 5 3 ) (5 3 )-(50)
er-ma=( 5 0) (3 5)-(% i)
1
1

_A-l(oT _ (- 1Y) ([ —14 —16\ _ 30 32
X=4"(C BM_( —1)( 6 16 ) \ —-23 -24

)

[NS] [y

CUESTION 3
Calcule los siguientes limites:

21) — 1
) Tim 522 — 1
xz—0 TrSenx

VI+z—-—V9—12
m

b) i

) x—0 3(13

selen Jun 2023 Solucion:

) lim cos(2z) — 1 ’ O/O. — lim —2sen(2z) . 0/0. ~ lim —4 cos(2x) _ 4

z—=0 xTsenzx L’Hoépital z—0 senx + T cosx L’Hoépital z—0 CcOST + cosT — rsenx 2

-2

b)

o VIFT VI _ 0/0 . (Vitz)' - (VI—a)"

z—0 3x ~ multiplicamos por el conjugado ~ «—0 (\/9 +x++9 — a:) 3z

i 942 —(9—12) i 2x i 2 2 2 1
11m = [1m = llm = = — = —
@0 (VI+z+vV9—x)3z  +>0 (VI+24+V/9—2)3z =0 (VI+z+/9—2)3 (3+3)3 18 9
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= CUESTION 4

2

Considere la funcion f(x) = definida para todo valor de x € R.

14 22
a) Calcule: xkinoo f(x)

b) Calcule la derivada de f(x) y determine los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento
de la funcion.

c) Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).

d) Determine la primitiva de f(x) que pasa por el punto (1,1).

selen Jun 2023 Solucion:

z? 00/00 1
a) i )= lim —— = =1 =1
a) s oo f(@) e oo 1 + 22 dividiendo por 22 oo 1 1
o) +
20(1 22\ /22/ 20
b) f'(z) = z(l+o7) Z(:r): ’ 5, que se anula en x = 0
(11 22) (1127

T 0

r i decrece en (—00,0) y crece en (0, 00)

N

MINIMO

2 1
c) /T—dm: dividiendo :/ l-—— |)der=x—artanz +C
1+ a2 1+ a2

d) Hacemos que la primitiva general F(x) = & — artanxz + C pase por el punto (1,1), F(1)=1

3

l—artan1+C =1, 1—%—1—6’ =1, C= 2 la primitiva que pasa por el punto (1,1) es F'(z) = x—ar tanx—&—%

= CUESTION 5
Considere las siguientes rectas:

xr—2y=>5 r—8 y+3 z-—3
T y S : = =
y+2=0 2 1 -1

a) Compruebe que ambas rectas son paralelas.

b) Compruebe que el punto P(7,1,—1)) esta en la recta r y calcule su proyeccién ortogonal
sobre la recta s.
c) Calcule la distancia entre ambas rectas.
selen Jun 2023 Solucion:
a) Vamos a obtener un punto y un vector direcciéon de cada recta:
Ponemos r en paramétricas, pasamos y al otro miembro como parametro:
T=>5+2\

P =5+2 P(5,0,
rod ? >ty i oy=2A por tanto: 7 : J(5’0’0)
=Y ) A U= (2/ 17 71)
z=—
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r—8 y+3 =z-3
2 1 -1

Ps(Sv _37 3)

o @ =(2,1,-1)

por tanto: s: {

Como 7'y @ son iguales, por tanto proporcionales, las rectas son paralelas. (no coinciden porque es inmediato
ver que el punto P,.(5,0,0) no esta en s)

7T—2-1=5
1-1=0
verifica las ecuaciones, luego P esta en r.

Para encontrar su proyeccién sobre s hallamos el plano 7 perpendi-

vemos que

b) Sustituyendo P(7,1,-1)) en r : {

cular a s por P, nos sirve el vector @ = (2,1, —1) direccion de s como
ortogonalde 7: 2zx+y—z+4+ D =0, s
sustituyendo P: 2.7+ 1—(=1)+D =0, D = —16, el plano es
T=2r4+y—2z—16=0

La proyeccion de P sobre s es el punto intersecciéon de s y m, ponemos

=842
s en paramétricas: s : y = —3-+p y sustituimos en la ecuacion
z=3—p

dem: 28+2u)—34+pu—B—p)—16=0,-6+6p=0; pu=1
La proyeccion de P sobre s es el punto Q(10,—2,2)

¢) La distancia entre las rectas paralelas r y s vendra dada por la distancia entre los puntos P de r y su
proyecciéon ortogonal @ de s.

d(r,s) =d(P,Q) =/ 10 -7)2+(—2—-1)2+(2+1)2=v/9+9+9=3V3

CUESTION 6
— -3
Considere el plano 7 de ecuaciéon 3x —y—2z = 5y la recta r dada por L 7 g 7 ta_ %

a) Estudie la posicion relativa del plano 7 y de la recta r en funcién del parametro a.

Se sabe que cuando a = 0 la recta r es paralela al plano 7. Para ese valor de a:

b) Calcule la distancia de la recta r al plano .

c¢) Calcule la ecuacion general (o implicita) del plano que contiene a la recta r y es paralelo
al plano 7.

selen Jun 2023 Solucion:

a) De la ecuacion del plano 3z —y — 2z = 5 obtenemos que ¥ = (3, —1, —2) es vector ortogonal a 7, de los
denominadores de la ecuacion de la recta que @ = (1,1, 1) es vector direccion de r. Si hacemos el producto
escalar de los dos vectores ¢ - w = (3,—1,—2) - (1,1,1) = 0, nos dice que esos vectores son ortogonales, por
tanto el plano 7 y la recta r son paralelos o bien la recta esta contenida en el plano.

Si la recta esta la contenida, el punto que se muestra en su ecuacion (a,3 — a,0) tiene que pertenecer a T,
sustituyendo en su ecuacion:

3a—3—-a)—2-0=5; 4a—3=5; 4a=38; a=2. Por tanto:
Para a # 2 recta y plano son paralelos. Para a = 2 la recta esta contenida en el plano.
r y—3 =z . .
b) La recta es ahora: r : — = =Z—— = T en la cual P(0,3,0) es un punto de ella. La distancia de la recta r

al plano 7 es la distancia del punto P(0,3,0) de r al plano 7
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d(r.7) = d(P,7) = Axog+ Byo+Cz+D| -3-5 | 8
ST ARy e | |VO+1+4] V4

¢) Para la ecuacion general del plano que contiene a la recta r y es paralelo al plano m podemos utilizar el
mismo vector ortogonal de 7 y hacer que pase por un punto de 7.

3r —y—2z+ D =0, sustituyendo P(0,3,0) resulta —3 — D = 0. Luego el plano que contiene a la recta r y
es paralelo al plano mes 3z —y —22+3 =0

= CUESTION 7

Dos urnas A y B contienen bolas de colores con la siguiente composicién: La urna A contiene
3 bolas verdes, 3 bolas rojas y 4 bolas negras, y la urna B contiene 1 bola verde, 3 bolas
rojas y 5 bolas negras. Se saca al azar una bola de la urna A y se mete en la urna B. A
continuacién, se saca al azar una bola de la urna B. Calcule:

a) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra, sabiendo que la bola
que se saco de la urna A era verde.

b) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra.

c¢) La probabilidad de que la bola que se saco de la urna A fuera verde, sabiendo que la bola
se ha sacado de la urna B ha sido negra.

selen Jun 2023 Solucion:

PASE EXTRA‘QCION a) Si se ha pasado una bola verde la composicion de la urna B es ahora
o 8 ] . 5 1
v R de 2 verdes, 3 rojas y 5 negras por tanto: p(Ng/Va) = 0 3
N — b) Teorema de la probabilidad total:
v P(NB) = p(NB/Va) - p(Va) + p(Np/Ra) - p(Ra) + p(NB/Na) - p(Na) =
503 5 3 6 4 5
X R R 10 10 10 10 10 10 100
N ¢) Teorema de Bayes:
Ve /Nw) = p(Ng/Va) - p(Va) _
v PVa/Ne) = vy pv. N5/Ra) p(R N5/Na)-p(Na)
o p(NB/Va) - p(Va) + p(Np/Ra) - p(Ra) + p(NB/Na) - p(Na)
Ny 5% 155
51
~ 106 54 18

= CUESTION 8

En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades. Se lanza una moneda al
aire 100 veces y se anota el resultado del lanzamiento, que puede ser cara o cruz con la misma
probabilidad. Determine:

a) Qué distribucion sigue la variable aleatoria que cuenta el ntimero de veces que sale cara.
b) Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.
c) Cudl es la probabilidad de que salga cara 60 veces.

d) Cual es la probabilidad de que el nimero de veces que sale cara sea mayor o igual que 55.

selen Jun 2023 Solucion:
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a) La distribucion X = "ntimero de caras en cien lanzamientos” con probabilidad de cara p = 0’5 es una
binomial B(100,0'5)

b) Media: g =n-p=100-0'5 = 50. Desviacion tipica: o =y/n-p-q=v100-0'5-0'5 =5

100 100
¢) p(X =60) = (60 )pﬁo gt = (60)0'560 - 0'5% = 0’0108

d) Como B(100,0'5) cumple que n-p = 100-0'5 > 5y n-q = 100-0'5 > 5 la aproximamos por la normal
X' con esa media y desviacion tipica N(50,5)

p(X > 55) = { aplicamos la correcciéon de Yates } = p(X' > 54'5) =
z—p 54,550

{ tipificando z = 5 = 0,9} =pZ > 0,9 =1-
o
0,8159 = 0, 1841 /—\
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CUESTION 1

Un conocido defraudador fiscal tiene distribuido su dinero negro en tres paraisos fiscales, las
Islas Caimén, Panama y Fiji. La suma total de este dinero es de 150 millones de euros. Si
perdiera la cuarta parte del dinero que tiene en las Islas Caimén, seguiria teniendo alli el
triple del dinero que tiene en Panama. Ademas, el dinero que tiene en Panamé sumado a las
dos quintas partes del dinero que tiene en Fiji es exactamente la mitad del dinero que tiene
en las Islas Caiman. Calcule cuanto dinero tiene en cada uno de los paraisos fiscales.

selen Jul 2022 Solucién:

Sean:

x = millones de euros en Islas Caiman
y = millones de euros en Panama

z = millones de euros en Fiji

z+y+2z=150 r+y+2z=150 r+y+z=150
T —7 =3y %:By 3r—12y =0
y+22=1% 10y + 4z = 5z 5z — 10y —4z =0
1 1 1
Resolvemos por Cramer. |[M|=|3 —-12 0 | =90
5 —10 —4
150 1 1 1 150 1 1 1 150
0 —12 0 3 0 0 3 —12 0
0 —-10 —4 7200 5 0 —4 1800 5 —10 0
€r —= —= —= 80 —= —= —= 20 —= —=
Zroo 90 90 Y 6 90 o 6
> =50
90

Por tanto tiene: 80 millones de euros en Islas Caiméan, 20 millones de euros en Panama, 50 millones de euros
en Fiji

51
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= CUESTION 2
Se dice que una matriz cuadrada A es idempotente si cumple que A? = A.
a) Si A es una matriz idempotente, calcule razonadamente 42922,

b) Si A es una matriz idempotente y regular (o inversible), calcule razonadamente su deter-
minante.

c¢) Determine para qué valores de a y b la siguiente matriz es idempotente

a 0 0
A= 2 1—a 0
0 0 b

selen Jul 2022 Solucioén:

a) A2=A; AP=A2 A=A A=A A=A A=A A=A . A2_ 4

b) Llamemos |A| = z, como el determinante de la matriz producto es el producto de los determinantes:

A-Al=|A]l-|A| = |A)]? = 2? .
{l | =1A]-[A] = [A] v por tanto :172::17., ;L*Z—;L*:Oque tiene de soluciones 0 y 1, como nos

A-Al= A = e

dicen que es invertible necesariamente el determinante de A es 1

a 0 0 a 0 0 a® 0 0
c)A’=| 2 1-a 0 2 1—a 0 |=| 2 (1-a? 0 |=A
0 0 b 0 0 b 0 0 b2
a = a?
1—a=(1-a)? portantoa=0,1;b=0,1
b=b>

= CUESTION 3
Inz

Considere la funcion f(x) dada por f(z) =< z—1
a si x=

si x>0yax#1

a) Calcule el limite de f(z) cuando x tiende a +o0.
b) Determine el valor de a para que la funcion f(x) sea continua en z = 1.

c) Estudie si, para dicho valor de a, la funcién f(z) es derivable en x = 1. En caso afirmativo,
calcule el valor de la derivada de f en x = 1.

selen Jul 2022 Solucion:

Inx
a) lim nz _ oo/ = lim

= ., . =0
x—oo x — 1 L’Hopital 00

— 8=

b) Para que sea continua en x = 1 ha de ser h’m1 flx)=f(1)
T—r

) . Inx 0/0 .1
AT ETT T wHopita AT T

Como esta definido f(1) = a, para que sea continua tiene que ser a = 1.

¢) Aplicando la definicion de derivada:
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In(1+h) In(1+h) In(1+h)—h
1+h)—f(1) a1 L —5— 1 —
(1) = 1im L = lim =L — | h = 1If h =
F) ey h hs h ey h ey h
1 1-(1+h) —h -1
g BAER =R 00 e TR Tl e TR g TR g, T L
h—0 h? L’Hopital — h—0  2h h—0  2h h—0 2h  h—0 2 2

= CUESTION 4
Considere la funcion f(z) = x?e™*, definida para todo valor de = € R.
a) Calcule la derivada de f(z) y determine sus intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.
b) Calcule la integral indefinida de la funcion f(z).

c¢) Determine la primitiva de la funcién f(z) cuya grafica pasa por el punto de coordenadas
(0,1).

selen Jul 2022 Solucién:

a) Empezamos calculando la derivada:

fl(x) =2ze™ —2%e " = (20 — 2%)e™®

que se anula en z =0y x = 2, estudiamos el signo de la derivada:

x 0 2

Yy - + -

y N 7 pN
MINIMO MAXIMO

f decrece en (—o00,0) U (2,00) y crece en (0,2)
b) Es integral por partes /;L’zefl’ dx = {

{ u = 2.L du = 2d£l7 . } _ 7?[}2671 + |:2TPL + / QszT:| _ *132671 o 2.7}671’ o 2671’ —

u=2a> du=2xdz }

2 _ —x —x
= —z‘e 2ze” Ydx =
dv=e""dxr v=-—e e +/ re ar

dv=e"%dr v=—e

= (22 +22+2)e "+ C

¢) Si F(x) es la primitiva tenemos que F(0) = 1
—(04+2)’+C=1, —24+C=1; C=3
La primitiva de f(x) que pasa por (0,1) es F(z) = —(2* + 22 +2)e ™ * + 3

= CUESTION 5
Considere el plano 7 de ecuacion 7 : +y+ 2z = 1y la recta r dada por r : { t=y=0 ]
ar—z=a—

a) Estudie la posicion relativa del plano 7 y de la recta r en funcion del parametro a.

b) Si a = —1 la recta r corta al plano 7. Calcule en ese caso el punto de corte y el dngulo
que forma la recta r con el plano 7.

selen Jul 2022 Solucion:

a) Hallamos las ecuaciones paramétricas de r, es facil poner x como parametro.
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r=1t
=x
7 { y y=t Por tanto ¥ = (1,1, a) es un vector direccion de r.
z=1—a+ax
z=1—a+at

El vector ortogonal de 7 es w = (1,1, 1),
El producto escalar v-w =1+ 1 + a luego:
Para a = —2 los vectores ¥ y w son perpendiculares por tanto la recta y el plano son paralelos.

Para a # —2 los vectores ¢ y w no son perpendiculares, la recta y el plano se cortan. En particular si a = 1
los vectores son paralelos y por tanto r es perpendicular a 7.

b)
Para hallar el punto de corte sustituimos las paramétricas de

y=1tz=—1
t+t—t=1; t=1 sustituyendo obtenemos el punto de corte (1,1, —1) /

El dngulo es el menor angulo que forma la recta r con su proyeccién ortogonal / ---------- I/(/

sobre el plano.

=t
7‘:{1j en la ecuacionde m:x +y+ 2z =1

Se halla a partir del &ngulo que forman el vector direcciéon de la recta y el vector

ortogonal del plano, el angulo buscado es el complementario.

I+1-1] 1
V33 |3

ORT

1
7= (1,1,-1);@ = (1,1,1); cos(a’) = arcos(g) =70'53"

|9 |
Angulo 7,7 = 90 — 70’53 = 19/47°
CUESTION 6

Considere las rectas r y s dadas por

=1 _y =z S_{:c—i—Zz:l

T T y=0

a) Compruebe que las rectas son coplanarias (es decir, estan contenidas en un mismo plano)
y calcule la ecuacion del plano que las contiene.

b) Calcule la distancia de la recta r al plano 7 : x —y + 22 =3

selen Jul 2022 Solucién:

Vamos a obtener un punto y un vector direcciéon de cada recta:

-1 _y_ =z {P(L0,0)

T == =

-1 1 71 7= (-1,1,1)
49 1 r=1-2z
T +2z=
S: { _ 0 resolviendo el sistema dejando z como pardmetro: s: ¢ y =0
vy= z=2z
=1-2t
s ) =0 or tanto: P(1,0,0)
N, P @ =(-2,0,1)
z =

Es inmediato ver que ¢y W no son proporcionales, por tanto las rectas no son paralelas, por tanto se cortan
o0 se cruzan, como ambas contienen el punto P(1,0,0) podemos afirmar que se cortan en ese punto.

Del plano que contiene las rectas conocemos:
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el punto P(1,0,0) y los vectores direccion v = (—1,1,1); @ = (—2,0,1)
r—1 y =z
-1 1 1 |=—x+2y—>5z. El plano que contienearyasesz—y+2z—1=0
-2 0 1

b) El plano 7 : © — y + 2z = 3 tiene como vector ortogonal el @ = (1, —1,2)

El producto escalar @-¢ = (1,—1,2)-(—1,1,1) = —14+ —1+42 = 0, por tanto los vectores son perpendiculares
y la recta y el plano son paralelos.

La distancia de la recta r al plano 7 es la distancia de un punto, por ejemplo P(1,0,0), de r al plano =

d —gpa — AT+ Byp+Cz+ D | 1-3 | _ 2
(rm) =dbm) = | = g or | |Viriedl V6

s CUESTION 7

Un estudio publicado en Environmental, Science and Technology ha revelado que la probabi-
lidad de contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes es 0,45. Ademas, segin los datos
de las Naciones Unidas, en el mundo hay actualmente un 50,5 % de hombres y un 49,5 % de
mujeres.

a) Suponiendo que los sucesos “contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes” y “ser
mujer” sean independientes, calcule la probabilidad de que una persona elegida al azar sea
mujer y contraiga el Covid-19 en el interior de restaurantes.

b) En el mismo supuesto que en el apartado a), calcule la probabilidad de que una persona
elegida al azar no sea mujer o no contraiga el Covid-19 en el interior de restaurantes.

c) Si se eligen 8 personas al azar, ;cuél es la probabilidad de que al menos 4 de ellas contraigan
el Covid-19 en el interior de restaurantes?

selen Jul 2022 Solucion:

Consideramos los sucesos: M ser mujer, V ser varon, D contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes.
Las probabilidades son: p(M) = 0'495; p(V) = 0'505; p(D) = 0'45

a) Como M y D son independientes, la probabilidad de que sea mujer y contraiga el Covid-19 es p(M N D) =
p(M) - P(D) = 0'495 - 045 = 0'22275

M D

b) No sea mujer o no contraiga el Covid-19 se expresa M¢ U D¢,
que es el complementario de M N D, por tanto: p(M°U D) =
1—p(MND)=1-022275=077725

c) Estamos ante una binomial X :  B(n,p) = B(8,0'45) y piden la probabilidad de p(X > 4), es mas corto
el complementario:

PX=4)=1-px<3)=1-[pX =0)+pX =1)+p(X =2)+p(X =3)] =
1— Ki) 0'55% 4+ (f) 0'45-0'55" + (2) 0’452 . 0'55% + (i) 0453 . 0’555} = mirando en la tabla =

1 — (0’0084 4 00548 + 0'1569 + 0'2568] = 1 — 0'4769 = 0’5231
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= CUESTION 8

En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

La altura de los individuos de una poblacién sigue una distribucién normal de media 175 cm
y desviacion tipica 4 cm.

a) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar mida mas de 170 cm.
b) Calcule qué porcentaje de la poblacion mide entre 170 y 185 cm.

c¢) Calcule la altura que es superada por el 33 % de la poblacion.
selen Jul 2022 Solucién:

a) En la distribucion normal: N(175,4). Piden: p(X > 170) =

r—p 170 — 175
- { tipificando z = ~—# — - 1725} —p(Z > —1,25) =

o 4
p(Z < 1'25) = 0,8944 /\

b) En la distribucion normal: N(175,4). Piden p(170 < X < 185) = 170
x—p 170 =175 185 — 175

: 1,25;@?2,5}

p(—1,25 < Z < 2,5) = 10,9938 — 0,1056 = 0, 8881
En porcentaje el 88’81 % mide entre 170 y 185 cm

170 185

= { tipificando z7 =

¢) Es el problema inverso, en la distribucion normal N(175,4).

Hallar el valor de la variable z de modo que p(X > z) =0,33 033
Como es menos del 50 % lo hacemos por complementario: 1 —0'33 = 067 /\L
Hallamos el valor de la variable 2z de modo que  p(X < x) = 0,67

En N(0,1): =z de modo que p(Z < z) = 0,67 — z = 0,4399 175 *

r=p+o-z=175+4-0'4399 = 176’7596 ~ 176’76 cm
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5.2. Junio ordinaria 2022

= CUESTION 1

La suma de las edades de Carmela, Esperanza y Aurora es 68 anos. La edad de Carmela es 5
anos mas que la mitad de la suma de las edades de Esperanza y Aurora. Ademas, dentro de
4 anos la edad de Aurora sera la edad que actualmente tiene Esperanza. Calcule las edades
de cada una de ellas.

selen Jun 2022 Solucion:
Sean:

z = edad de Carmela

y = edad de Esperanza

z = edad de Aurora
r+y+ 2z =068
I y+
r =5+ %
z+4d=y

r+y+ 2z =068
20 —y — 2 =10

y—z=4
1 1 1
Resolvemos por Cramer. [M|=|2 -1 —-1|=6
0 1 -1
68 1 1 1 68 1 1 1 68
10 -1 -1 2 10 -1 2 -1 10
4 1 -1 156 0 4 -1 138 0 1 4 114
xr = = {? :267 y: N :—}:237 Z:—:—.Ilg
6 6 6 6 6 6
Por tanto las edades son: Carmela 26 anos, Esperanza 23 afios, Aurora 19 anos.
= CUESTION 2
0 3 4 1 00
Considere las matrices A = 1 -4 -5 |yB=|1110
-1 3 4 1 11
a) Si I denota la matriz identidad de orden 3, compruebe que A* = —I y calcule A%,

b) Calcule la inversa de A.

¢) Resuelva la ecuaciéon matricial AX — BT = A% donde BT denota la matriz traspuesta de
B.

selen Jun 2022 Solucion:

0 3 4 0 3 4 -1 0 1
a) A = 1 4 -5 |- 1 -4 -5 |= 1 4 4
-1 3 4 -1 3 4 -1 -3 -3
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0 3 4 -1 0 1 -1 0 0
A=A A= 1 -4 5 || 1 4 4 |=|0 -1 0 |=-I=(-1)-I
-1 3 4 -1 -3 -3 0 0 -1

42023 _ 43-6T4+1 _ (A"S)GM-A:( D™ A= (1) . 5. A= A=A

1
b) La inversa es: A™! = Wadj(AL)
0 1 -1
At = 3 —4 3
4 -5 4
’—43' ’33’ '3—4
4 _r
j 41 0 ' f 0 01 Lol
Ay At — _ - B — e
adj(4') '—5 4‘ ‘4 4‘ ‘4—5 1 ;l §
1 -1 0 —1 0 1
—4 3 3 —4
como el determinante de la matriz dada _1 B 4 B
es -1 la matriz inversa es:

¢) AX — BT = A%, AX = A?+ BT, A7Y(A% 4+ BT)

X =
-1 0 1 11 1 2
A%+ BT = 1 4 4 -1 o0 11 5
-1 -3 -3 0 0 1 -2
1 4 4
X=A1A?+B") = 0 -9 —14
- 0o 7 11

CUESTION 3
En este ejercicio se puede utilizar el resultado del apartado a) para realizar el apartado b),
aun en el caso en que no se sepa realizar el apartado a).

Un triatleta participa en una competicion de SwimRun en la que debe ir desde el punto
A, situado en la orilla de un canal de agua en reposo de 2 kilometros de ancho, hasta el
punto B, situado en la otra orilla del canal y a una distancia de 10 kilémetros del punto C
(punto opuesto de A), tal y como se indica en la figura. Para ello, debe ir nadando desde A
hasta cualquier punto D de la otra orilla del canal y continuar corriendo desde D hasta B.
El triatleta tiene plena libertad para elegir D.

10 km

) R
- >

ce——>»p B

® »- -

21{11’1 . ¢’
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a) Sabiendo que el triatleta es capaz de nadar a una velocidad de 4 km/h y de correr a una
velocidad de 12 km/h, demuestre que el tiempo total empleado por el triatleta en ir desde
x?2+4 N 10—z

A hasta B (pasando por D) viene dado por la funcion f(z) = 1 G

, donde x
denota la distancia de C a D.

b) Calcule cual debe ser el punto D para que el tiempo empleado por el triatleta en ir desde
A hasta B sea minimo. ;Cuanto tardara en dicho caso?

selen Jun 2022 Solucion:

a)

Tiempo = espacio/velocidad

/922 72
tiempo que nada de A a D: fi(z) = %

10—z
tiempo que corre de D a B: fa(z) = B :

/4 2 10 —
Por tanto el tiempo total es f(z) = I”L + D "L

b) Se trata de minimizar la funciéon f

Empezamos calculando la derivada:

f(x) = L 20 L_ 1( ! 1) igualando a 0:
)T oAtz 12 4a\Vara.z 3)® :

x 1 3r — V4 + 22
0; T " —0: 3x—\V4+22=0; V4d+22=3x; 4+2°>=92% 8z°=4;

Vitaz? 3
9 1 1
_ —- r=+—

2’ V2

estudiamos el signo de la derivada:

8

1 1

T = —
2 2

+
y A N
MAXIMO MINIMO

|+

f tiene el MINIMO para = =

-

B 1 4+ b 10 — %
y el tiempo MINIMO es f (—2) = 1 + D ~ 1’3047 ~ 1 hora 18 minutos

= CUESTION 4
Considere la funcién f(x) = xIn(x), definida para = > 0.
a) Calcule la derivada de f(x) y determine sus intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.
b) Calcule la integral indefinida de la funcion f(z).

c¢) Determine la primitiva de la funcién f(z) cuya grafica pasa por el punto de coordenadas
(1,0).

selen Jun 2022 Solucion:
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+
p s
MINIMO

u=Ilnz;, du=2Ldx x? z? 1 x? T x? x?
b ‘Inxde = ' T, =lnher—— [ — —de=Inzr—— [ =dz=— Inz——+C
)/111:13 x {dv:azdaz, v 2 } nz /2 —dz =z /2 f 5 Iz 4+

1 1 1

Sea F'(z) la primitiva: tenemos F'(1) =0 : 3 Inl— 1 +C=0; C= 1
z? 2 1
La primitiva que pasa por (1,0) es F(x) = 5 Inx — o + T

CUESTION 5
Considere las siguientes rectas:

T.x+2_y—3_i Jr—=2=0
: = =1

= = 5
-1 o0
a) Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b) En caso de que las rectas se corten, calcule la ecuacion del plano que las contiene y el
angulo que forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular
comun a ambas rectas.

selen Jun 2022 Solucion:

Vamos a obtener un punto y un vector direcciéon de cada recta:

. P(-2,3,0)
. U= (717 17 0)
r—2z=0 . . o .
S: 1 resolvemos el sistema para tener las ecuaciones paramétricas, pasamos z al otro miembro
y fr—
rT =z
oo ardmetros o1 4 [0
pardmetro: s : y =1 por tanto: s: 2
z=2z w=(1,0,1)

Es inmediato ver que ¢ y w no son proporcionales, por tanto las rectas no son paralelas, por tanto se cortan
0 se cruzan.

— —

Consideramos el vector QP = (—2,2,0). Veamos el rango de (QP, ¥, w). Calculamos el determinante de la
-2 2 0
matriz que forman: | —1 1 0 | =0, por tanto r y s se cortan.
1 0 1
r=-2—1
Para hallar el punto de corte sustituimos las paramétricas de r:< y =3+t en uno de los planos que
z=0

definen s y que dé soluciéon, el y = 1 queda 3+t =1; t= —2, El punto de corte de las dos rectas es (0, 1,0)
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b) El angulo de las dos rectas es el menor de los angulos que forman. Se
halla a partir de dos vectores direccién.
R (—1,1,0)-(1,0,1)

|9]. ] V2.V2 2] 2

se toma valor absoluto porque no sabemos si se trata del angulo « o de

-1 1

CoOSx =

su suplementario) o = ar COS% = 60°

El plano que contiene a r y a s pasa por el punto @ y tiene como vectores direccion ¢ y w, su ecuacion
z y—1 =z

matricial es: | —1 1 0Ol=2+y—2—-1=0
1 0 1

El plano que contiene a r y a s tiene de ecuaciéon x +y — z =1

= CUESTION 6
Considere los puntos A = (1,—1,2) y B = (3,5, 2).
a) Determine la ecuacion del plano 7 perpendicular al segmento AB y que pasa por el punto
medio de dicho segmento.
b) Calcule la distancia del punto A al plano .
selen Jun 2022 Solucion:

a) Es el plano mediatriz de un segmento AB, que se puede hallar como el plano de vector ortogonal AB que
pasa por el punto medio del segmento AB.

sea M (Zy, Ym, 2m) €l punto medio, se tiene:

1tz 143 y1+y  —1+5
Tm = =—=2 ym = B = B =2 z2m=
21+ 29 2-|—2_
2 2

AB = 3-1,5+1,2-2) = (2,6,0), como interesa la direccion A

tomamos como vector ortogonal al plano el ¥ = (1,3,0)

7w :x + 3y = D hacemos que pase por M :;, 2+4+3-2=D; D =238. B
El planoes m: 2z + 3y =8

b) La distancia del punto A al plano 7 sera la mitad del médulo del
vector AB: Es decir:

d(A,7) = %\/22+62 = %\/4_: V10

= CUESTION 7

Dos urnas A y B contienen bolas de colores con la siguiente composicién: La urna A contiene
6 bolas verdes y 4 bolas negras, y la urna B contiene 2 bolas verdes, 4 bolas negras y 3 bolas
rojas. Se saca al azar una bola de la urna A y se mete en la urna B. A continuacién, se saca
al azar una bola de la urna B. Calcule:

a) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea roja.

b) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea verde, sabiendo que la bola
que se saco de la urna A era verde.

c¢) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra.
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selen Jun 2022 Solucion:
a) Sumando las probabilidades de las ramas correspondientes:

)
A%
. p(R) = 160 13()*1%'5_0:13_0
/10 R b) En el arbol es directo: 6 3
v p(Vo/V1) = 130 {es redundante razonar: p(‘;z(;l)‘/l) = E%ﬁ }
- N ¢) Es anélogo al apartado 2) szmanio las proﬁibihdades de las ramas
R — correspondientes: p(N) = 0 1707170 10" 2%

CUESTION 8
En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

El cociente intelectual (CI) de los estudiantes universitarios sigue una distribucién normal
de media p y desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que la media es igual a 10 veces la
desviacion tipica y que el 93,32 % de los estudiantes tiene un CI menor de 115.

a) Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.

b) Si se eligen al azar 5 estudiantes universitarios, cuél es la probabilidad de que exactamente
3 de ellos tengan un CI mayor de 1157

selen Jun 2022 Solucién:

a) Nos dicen que en la normal X : N(u, o), se sabe que =100 y que P(X < 115) = 0'9332

El valor de la tabla de la normal N(0,1) que corresponde con esa probabilidad es p(z < 1'5) = 0'9332, luego

- 115 — 10
TR 5= 227 % 56 = 115— 100, 1150 = 115; o = 10

sustituyendo en la tipificacion: z =

’
g

por tanto p = 100
La distribucion es X : N (100, 10)

b) Lo anterior se puede leer también: elegido un individuo al azar la probabilidad de que tenga un CI menor
de 115 es p = 0'9332. Luego la probabilidad de que tenga un CI mayor de 115 es p = 1 — 0'9332 = 0/0668.
Por tanto al elegir 5 tenemos ahora la variable X’ binomial B(5,0'0668)

Piden p(X' = 3) = 3

tengan CI mayor de 115.

5\ - .
) p3¢* = 10-0'0668> - 0'93322 = 0’00259 es la probabilidad de que tres de los cinco
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Julio 2021

CUESTION 1
Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro a:

r+ay—2=0

20 +y+az=0

rT+5y—az=a+1

a) Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion tnica.
b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.
¢) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.
selen Jul 2021 Solucién:

Estudiamos el sistema, para ello hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:

1 a -1
IM|={2 1 a |=3a*>-6a—-9,30>-6a—-9=0, a=3,a=—1
1 5 —a

a) Por tanto para a # —1,a # 3, rango(M) = 3 = rango(A) = ntmero de incognitas, el sistema es
compatible determinado, tiene solucién tnica.

b) Para a = —1 la matriz ampliada queda:
1 —-1}-1 0

A= 2 1 | -1 0 |, queda un sistema homogéneo rango(M) = 2 = rango(A), el menor remarcado es
1 5 1 0

distinto de cero, el sistema es compatible indeterminado, o sea con infinitas soluciones dependientes de un
parametro, por ello eliminamos la tercera ecuacion, queda la matriz:

1 -1 -1 0
2 1 -1 0

L . . . rT—y=2=z
Pasando la tercera incégnita al otro miembro como parametro queda el sistema: 2+ , sumando
T4y =2
2 ) ) 2 1
resulta 3z = 2z; = = 3% sustituyendo en la primera 32 V=% y=-32

63
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2 1
Por tanto para a = —1 la soluciéon es z = 3 t, y= -3 t, z=t, teR

¢) Para a = 3 la matriz ampliada queda:

1 3 -1 0
A= 2 1 3 0
1 5 -3 4
Consideramos el menor formado de la matriz ampliada:
1 30
2 1 0|=-20#0
1 5 4

Por tanto para a = 3, rango(M) =2 < rango(A) = 3 sistema incompatible, sin solucion.
CUESTION 2

Considere la matriz A = ( f ; )

a) Si se denota por tr(A) la traza de la matriz A (es decir, la suma de los elementos de su
diagonal principal) y por |A| el determinante de A, compruebe que, para cualquier valor de

a, se cumple la ecuacion A% = tr(A) A — |A|I, donde I denota la matriz identidad de orden
2.

b) Determine para qué valores de a la matriz A es regular (o inversible).

c¢) Para a = —3, resuelva la ecuacién matricial AX — A® = A, donde A’ denota la matriz
traspuesta de A.

selen Jul 2021 Solucién:

a) Vemos que tr(4) =4, |Al=4+a
A2 2 a) 2 a _ 4—a 4a
-1 2 -1 2 -4 4—a
2 a 1 0 8 4da 44a 0 4—a 4a
tr(A) A— = - = - =
r(A4) A-|AlT 4(1 2>(4+a)(01) (4 8) ( 04+a> ( 4 4a>

b) Una matriz tiene inversa cuando su determinate no es cero.

2 a

1 9 |= 44 a. Por tanto hay inversa siempre que a # —4

|A|=]

¢) Para a = —3 resulta A = ( 7? _3 >

Despejando en la ecuacion AX — A" = A; AX =A+ A" ATTAX=A"1A+AY);, X=A"1A+AY

La inversa es la adjunta de la traspuesta dividida por el determinante:

alls < A1, —1- t__ 2 —1 . SOALY — 2 3 . -1 _ 2 3

Hallamos A" |A| = 1; A(3 2), ad,](A)(1 2), A= 1 9
. 2 -3 2 -1\ 4 —4

A+A_(—1 o )t 3 2)7 4 4

a1 n_ (2 3 4 -4\ (-4 4

X=4 (A+A)_(1 2 -4 4 ) \ -4 4
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= CUESTION 3
Dada la funcién f(z) = 2%~ definida para todo valor de x € R, se pide:

a) Calcule sus extremos relativos (méaximos y minimos) y determine sus intervalos de creci-
miento y decrecimiento.

b) Calcule lim f(z)y lim f(z)

T—r—+00

selen Jul 2021 Solucién:

a) Empezamos calculando la derivada:

f(z) =22ze™ — 2% = (22 — 2%)e™

que se anula en x = 0 y « = 2, estudiamos el signo de la derivada:

0 2

+
y N s N
MINIMO MAXIMO

. . 4
[ tiene un MINIMO en (0,0) y un MAXIMO en (2, —)
e

f decrece en (—o00,0) U (2,00) y crece en (0,2)

2
b) Calculamos primero lim f(x), y escribimos la funcién en forma de cociente f(z) = —
T—+00

GCE
2
x 2x
i oo 0/ 2 ol e 2
z—00 ¥ L’Hoépital z—00 % L’Hoépital z—00 €%

, 00
lim —:{—}:—&—00

r——o00 e¥ 0+

s CUESTION 4

a) Calcule la integral indefinida / x sen(2?) dz utilizando el método de cambio de variable

(o método de sustitucion).

b) Determine el menor valor de a > 0 para el cual se cumple / z sen(z?) dx.
0

selen Jul 2021 Solucioén:

)/ (2?)d vt /1 tdt 1/ Lt = — L cost
a x sen(z”) der = = [ —sen = — [ sen = ——cost =
2x dx = dt; mdm:%dt 2 2 2

1
=3 cos(z?) + C
“ ) 1 Nk 1 5 1 1 )
b) z sen(z®)dz = |- cos(z?)| = —=cos(a®) + = cos0= = (—cos(a®) +1) =1
0 2 . 2 2 2

—cos(a®)+1=2; cos(a®)=—-1; a*=m a=+7

s CUESTION 5

Considere las rectas de ecuaciones
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r—1 vy =z—-1 r—2y=-1

T == y S
1 1 —1 y+z=1

a) Compruebe que las rectas se cortan en un punto y calcule su punto de corte.

b) Determine el angulo que forman las dos rectas.

c¢) Calcule la ecuacion del plano que contiene a las dos rectas.
selen Jul 2021 Solucién:

Vamos a obtener un punto y un vector direcciéon de cada recta:

. { P(1,0,1)

v=(1,1,-1)
r—2y=—1 . . o
s n 1 resolvemos el sistema para tener las ecuaciones paramétricas, pasamos y al otro
Yyrze=
r=—142
. . Y Q(_L Oa 1)
miembro como pardmetro: s : Y=y por tanto: s: _
1 w=(2,1,-1)
r=1=Y

Es inmediato ver que ¢ y @ no son proporcionales, por tanto las rectas no son paralelas, por tanto se cortan
0 se cruzan.

Consideramos el vector QP = (2,0,0). Veamos el rango de (Q_P,E, w). Calculamos el determinante de la
2 0 0
matriz que forman: | 1 1 —1 | =0, por tanto r y s se cortan.
2 1 -1
r=1+t
Para hallar el punto de corte sustituimos las paramétricas de 7 : y=t en uno de los planos que
z=1—t

definen s y que dé solucioén, el x — 2y = —1 queda 1 +¢ — 2t = —1; ¢ = 2, El punto de corte de las dos
rectas es (3,2, —1)

b) El angulo de las dos rectas es el menor de los dangulos que forman. Se
halla a partir de dos vectores direccién.

DR (1,1,1)-(2,1,1)’ 24141 4
cosa = |—=——=| = — _ _
|| V3./6 V3.6 V18
0'9428
(se toma valor absoluto porque no sabemos si se trata del angulo « o de
su suplementario) « = ar cos \/% = 19470

b) El plano que contiene a r y a s pasa por el punto P y tiene como vectores direccion ¥ y W, su ecuacion
r—1 y z-1
matricial es: 1 1 -1 |=—y—24+1=0
2 1 -1

El plano que contiene a r y a s tiene de ecuacion y + z =1

CUESTION 6

Los puntos A = (2,0,0) y B = (—1,12,4) son dos vértices de un triangulo. El tercer vértice
dor + 32z = 33

C se encuentra en la recta r dada por 7 : { 0
’y =
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a) Calcule las coordenadas del tercer vértice C' sabiendo que la recta r es perpendicular a la

recta que pasa por Ay C.

b) Determine si el tridngulo ABC' tiene un angulo recto en A y calcule su area.

selen Jul 2021 Solucién:

a) Resolvemos el sistema para tener las ecuaciones paramétricas de la recta (despejamos z en la primera
r =2

4
ecuacion: 3z =33 —4x; z=11— ga:) r:< y=20

2’:11—%1’

4
para evitar trabajar con denominadores en vez del vector direccion (1,0, _§) utilizamos el paralelo v =

(35 07 74)
=3t
utilizamos las paramétricas: r: ¢ y =0 t€ R el punto C de
z=11 -4t
r es de la forma (3t,0,11 — 4t) A

Para que r sea perpendicular a la recta que pasa por A y C, han de ser
perpendiculares CA = (2 —3t,0,—11 + 4t) y el vector direccion de
r: U= (3,0,-4)
El producto escalar ha de ser cero:
7-CA = 3(2—3t)+0+—4(—1144t) = 50— 25t = 0; ¢t = 2 sustituyendo
en las paramétricas de r
r=3-2=6
y=0 t € R Tenemos el punto C = (6,0, 3)
z=11-4-2=3

b) El tridngulo sera rectangulo en A si AB = (—1—2,12,4) = (—3,12,4)
y AC = (6—2,0,3) = (4,0, 3) son perpendiculares, si el producto escalar
es cero: AB-AC = —1240412=0

El &area del tridngulo es la mitad del modulo del producto vectorial de
los vectores AB = (—3,12,4), AC = (4,0,3)

-

i j k
QPAQR=| -3 12 4 |=36i+25] — 48k
4 0 3

El modulo es: |QP A QR| = /362 + 252 + 482 = V4225 = 65
La mitad es: Area = 75 u?
= CUESTION 7

Una urna contiene cinco bolas negras, numeradas del 1 al 5, y siete bolas blancas, numeradas
del 1 al 7. Se saca de la urna una bola al azar. Calcule:

a) La probabilidad de que la bola sea blanca.
b) La probabilidad de que la bola esté numerada con un nimero par.

c¢) La probabilidad de que la bola esté numerada con un ntmero par, sabiendo que es una
bola blanca.

d) La probabilidad de que la bola sea blanca y esté numerada con un nimero par.
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e) La probabilidad de que la bola sea blanca, sabiendo que estd numerada con un nimero
par.

selen Jul 2021 Solucién:
”N” negra, hay 5, ”B” blanca hay 7, total de bolas 12

1, 2, 3, 4, 5 de las negras, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 de la blancas, hay 2 niimeros pares en las negras y 3 ntmeros
pares en las blancas, " P” par

7

a) La probabilidad de que la bola sea blanca p(B) = 13"
-

b) La probabilidad de que la bola esté numerada con un namero par p(P) = %

¢) La probabilidad de que la bola esté numerada con un numero par, sabiendo que es una bola blanca
(P/B) p(PNB) & 3
p _ 7 — ==
p(B) 5

3
d) La probabilidad de que la bola sea blanca y esté numerada con un nimero par p(P N B) = 2

e) La probabilidad de que la bola sea blanca, sabiendo que estd numerada con un namero par

p(BNP) 15 3
B/P)= —% = =& = —,
p( / ) p(P) % 5
CUESTION 8

Juan es un estudiante bastante despistado y su tutora esta cansada de que llegue tarde a
clase. El se defiende diciendo que no es para tanto y que la tutora le tiene mania. Ella le
propone el siguiente trato: si en los proximos 9 dias Juan llega tarde como mucho 2 dias, la
tutora le sube 1 punto en la nota final de la evaluaciéon. Sabiendo que la probabilidad de que
Juan llegue tarde a clase cada dia es 0’45, determine:

a) El tipo de distribucién que sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de dias que
Juan llega tarde a clase en los proximos 9 dias. jCuédles son sus pardmetros?

b) ;Cuél es la media y la desviacion tipica de esta distribucion?

c) ;Cual es la probabilidad de que Juan consiga la ansiada subida de 1 punto en la nota
final?

selen Jul 2021 Solucion:

a) Estamos ante una variable aleatoria discreta X ntmero de dias en que llega tarde, es una distribucion
binomial B(n,p), n =9, p = 045, es la probabilidad de llegar tarde; B(9,0'45)

n

Entonces la probabilidad viene dada por: p(X = z) = (
T

)-px-q”” cong=1-—p

b) Los parametros de la binomial son:
p=np=9-045=405, 0%>=npq=09-045-0'55=22275, o = 149248

Por tanto: media p = 4’05, desviacion tipica o = 149248

¢) Nos piden p(X < 2) =p(X =0) +p(X = 1) + p(X = 2) mirando las tablas:
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9
0

-0'55% = 0'0046

Ne)

p(X =0)
p(X =1)

( ) -0’45 - 0'55% = 0/0339

(9) -0'452% . 0’557 = 0’1110

—_

X =2)={,

Entonces p(X < 2) = 01495

La probabilidad de que Juan consiga la subida de 1 punto en la nota final es de 14’95 %.
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6.2.

Junio ordinaria 2021

CUESTION 1
Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro a:
ar +y+z=4
r—ay+z=1
r+y+z=a+2
a) Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion tnica.

b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.

¢) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.
selen Jun 2021 Solucién:

Primero estudiamos el sistema, para ello hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:

a 1 1
IM|=|1 —a 1|=1- a® que se anula para: a = —1,a = 1
1 1 1

e Paraa # +1 rango(M) = 3 = rango(A) = namero de incognitas, sistema compatible determinado,
tiene solucion tnica.

e Para a = —1 la matriz ampliada es
-1 1 1 4
A= 1 1 1 1 |, eliminamos la tercera ecuaciéon que es igual que la segunda, queda la matriz:
1 1 1 1
( _11 1 1 411 ) en la que el menor _11 1 ’ #0
Para a = —1, rango(M) = 2 = rango(A) < 3 = ntmero de incognitas, sistema compatible indeter-

minado con infinitas soluciones dependientes de un parametro.
Vamos a resolver, el sistema queda:
{—$+y+z:4 {—az+y:4—z

r+y+z=1 r+y=1-=2
5 3
Sumando 2y =5 —2z; y= % — 2z, Restando segunda menos primera: 2z = —3; = = —5
5
Por tanto la solucién es x = 3 Y=35- t, z=t;, teR
e Para a = 1 la matriz ampliada es
1 1 1 4
A= 1 -1 1 1
11 1 3
1 4
El menor resultante de eliminar la tercera columnaes: | 1 —1 1 |=2%#0
1 3
por tanto

Paraa =1, rango(M) =2 < 3 =rango(A) sistema incompatible, no tiene solucion.

nota: Se ve directamente que no tiene soluciéon pues la primera y tercera ecuaciéon no son compatibles.
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= CUESTION 2

1 11 1 0 9 0 )
Considere las matriz A= 0 1 0 |, B=|0 -1 |, C= ( ) - )
1 2 2 2 1

a) Compruebe que la matriz A es regular (o inversible) y calcule su inversa.

b) Resuelva la ecuacion matricial AX — B = C, donde C* denota la matriz traspuesta de C'.
selen Jun 2021 Solucion:

a) |A] =1 # 0, por tanto la matriz tiene inversa.

1

Hallamos la inversa de la matriz: A~" = A adj(A")
1 0 1
At=1{ 11 2
1 0 2
1 2 |12 1 1
00 21 11 12 11 00 9 0 —1
Ly At — _ — e
adj(47) '02' '1 2‘ '1 0' 7(1) 71 1
0 1 B 1 1 0
1 2 1 2 1 1

0 1 0

es 1 la matriz inversa es: 1 1 1

2 0 -1
como el determinante de la matriz dada A1 — ( )

¢) AX -B=C" AX=0C'"4+B; A 'AX=A"'(C'+B)

-2 1 1 0 -1 1
C"+B( 0—1>+(0—1>( 0-2)
-1 1 2 1 1 2

2 0 -1 -1 1 -3 0
X( 0 1 0)( 0—2)( 0—2)
-1 -1 1 1 2 2 3

= CUESTION 3

En este ejercicio se puede utilizar el resultado del apartado a) para realizar el apartado b),
aun en el caso en que no se sepa realizar el apartado a).

Se quiere diseniar una lata de refresco de forma cilindrica, con tapas inferior y superior. El
material para las tapas tiene un coste de 5 euros cada cm? y el material para el resto del

cilindro tiene un coste de 3 euros cada cm?.

a) Si denotamos por z el radio de las tapas y por y la altura de la lata, demuestre que el
coste total del material necesario para construir dicha lata viene dado por 10mwa? 4 67zy .

b) Si el volumen de la lata es 907 ¢cm?, determine sus dimensiones (radio y altura) para que
el coste del material sea minimo.
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selen Jun 2021 Solucion:

a) Superficie de las tapas 272? cm?, coste de las tapas 27z? -5 =
10 € O
Superficie lateral: 2rzy cm?, coste del lateral 27zy - 3 = 67zy €

Coste total 10mz? + 6wzy €

b) Queremos que 107z? + 67y sea minimo v
El volumen es area de la base por la altura:

V =ra’y =301, y=—

22
Sustituyendo en el coste queda:
90 540
f(z) = 10m2? + 67 — = 10m2? + 22
x x
Anulamos la derivada:
1 207z — 540 540
F(x) = 207z — 540m — =0, L T2 0 2072 —540r =0; 2°= > " =927, z=3cm
x? 22 207
x 3
/ - +
Para ver que es minimo estudiamos el crecimiento con el signo de la derivada: < e
MINIMO
. ., 90 90
Sustituyendo en la expresion de y obtenemos: y = — = 32 = 10 cm
x

Si el radio de las bases es 3 cm y la altura es 10 cm, el coste del material es minimo

CUESTION 4

En este ejercicio las cuestiones a) y b) son totalmente independientes.

a) Calcule: lim (\/ 241 — x)

T—00

b) Calcule la integral indefinida / r*Inz dr . Determine la primitiva de la funcién f(z) =

2*Inx cuya grafica pasa por el punto de coordenadas (1, 0).

selen Jun 2021 Solucion:

a) /lim (\/x2+17.7:) =00 — 00 =
(1/ T1— 1) (\/332— o ) suma por diferencia

= es diferencia de cua- =
drados

= lim
T—» 00 A /mQ + x

( T2+1)27I2 L 2241 -2

= lim =lim ——=lim —— =0
T—r00 \/x2+ +T T—00 \/x2+1+m T—00 \/x2+1+m
o1 o u = Inuz; du:%dl z3 x3
b)/az lnldlZ{ v = 22 do. v:% lnl—— — —dl—lnl—— —dl— 3 lnl—g—l—(}'
o 1 1 1
Sea F'(z) la primitiva: tenemos F'(1) =0 : 3 1n1—§ C=0; C:§
x3 2 1
La primitiva que pasa por (1,0) es F(z) = 3 1n:13—§ 9
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= CUESTION 5
Considere los planos de ecuaciones my :x —y+2=0y m:x+y—2z = 2.

a) Compruebe que los planos se cortan y calcule la ecuacion de la recta r determinada por
la interseccién de ambos planos.

b) Compruebe que el punto A = (3,2,1) no esta en 7 ni en m; y calcule la ecuacion del
plano 73 que contiene a la recta r y pasa por el punto A.
selen Jun 2021 Solucion:

a) Estudiamos el sistema que forman las ecuaciones de los dos planos:

r—y+2=0
r+y—z2=2
1 -1 ) NP .
El menor: 1 1= 2 # 0 por tanto: rango(M) = 2 = rango(A) < ntmero de incognitas, el sistema es

compatible indeterminado con infinitas soluciones dependientes de un parametro, o sea una recta.
Para hallar las ecuaciones paramétricas de la recta resolvemos el sistema:

rT—Y+z=—2
r+y=2+z
paramétricas:

, sumando: 2x = 2, x = 1, restando —2y = —2 — 2z, y = 1+ z, la recta es en

r=1
T y=1+1 te R

z=1
b) Sustituyendo el punto A =(3,2,1) en m : & — y + z = 0 resulta 3 — 2+ 1 = 2 # 0, no pertenece
Sustituyendo el punto A = (3,2,1) en mo : & +y — z = 2 resulta 3+ 2 — 1 = 4 # 2, no pertenece

A partir de las paramétricas de la recta r, tenemos que P(1,1,0) es un punto y ¢ = (0,1,1) es un vector
direccion, para el plano que contiene a r y a A nos falta otro vector direccion que puede ser el PA =
(3—1,2—1,1-0) = (2,1,1). La ecuacién matricial del plano buscado es (utilizo el punto P de coordenadas

mejores para operar) :

r—1 y—1 =z
T3 0 1 1 | =2y —2z—2. El plano buscadoes 3 : y — 2z =1
2 1 1

= CUESTION 6
En este ejercicio las cuestiones a) y b) son totalmente independientes.
Considere los puntos A = (a,4,3), B=(0,0,5) y C' = (0,3,-1).

a) Calcule los valores de a para los cuales el triangulo ABC' tiene un angulo recto en el vértice

A.
b) Tomando el valor de a = 3, determine la ecuacion del plano que pasa por los puntos A y
B y es paralelo a la recta dada por z—y+z=0

selen Jun 2021 Solucion:
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a) Si el tridngulo es rectangulo en A los vectores
AB=(0—a,0—4,5—3) = (—a,—4,2);

AC =(0—a,3—4,—-1—3)=(—a,—1,—4),

han de ser perpendiculares, luego su producto escalar ha de ser cero:
AB-AC=a>+4-8=0; a>=4; a==+2

b) Para a = 3 resulta A(3,4, 3), para dar la ecuacion matricial del plano tomamos como punto B(0,0,5), un

—

vector direccion es el AB = (—3,—4,2), méas comodo (3,4,-2);

El otro vector es el direccion de la recta: { ; —+y - Z3: 0 , resolvemos pasando y al otro miembro:
THy=
= 3 3 3 3
{ ;9:;23 _yy , resulta © = 5~ %, sustituyendo en la primera ecuaciéon 5~ % +z=y; z= —3 + §y
_3_1
=55t 1.3
la recta en paramétricas es: y=t t € R luego un vector director es (—57 1, 5), mas comodo
__3.,3
(_17 27 3)
La ecuacion matricial del plano buscado es:
r Yy Z2-—5
ms:| 3 4 =2 | =16x— Ty+ 10z — 50.
-1 2 3

El plano tiene de eccuacion: 16z — 7Ty + 10z = 50.

CUESTION 7

Un estudio revela que el 10 % de los hombres son daltonicos y que el 1% de las mujeres son
daltonicas. Segun los datos de las Naciones Unidas, en el mundo hay actualmente un 50’5 %
de hombres y un 49’5 % de mujeres. Determine:

a) La probabilidad de que una persona elegida al azar sea dalténica.
b) Si una persona es daltonica, jcudl es la probabilidad de que sea mujer?
¢) ¢, Son independientes los sucesos “ser una persona dalténica” y “ser mujer”?

selen Jun 2021 Solucion:

Consideramos los sucesos: M ser mujer, V ser varon, D ser daltonico.

0°0 D
0495 M
DC

X {M,V} , forman un sistema completo de sucesos.

0’1 D
0505 V <
DC

a) Teorema de la probabilidad total:
p(D) =p(D/M) -p(M)+p(D/V)-p(V) =001-0495+ 010 - 0505 = 0’05545

b) Teorema de Bayes:



6.2 Junio ordinaria 2021 75

p(D/M) - p(M) 001 - 0495

= — / 2 »
p(D/M) - p(M) + p(D/V) p(V) 005545~ 0020

p(M/D) =

¢) Son independientes cuando p(M N D) = p(M) - p(D)
p(M 01 D) = p(M) - p(D/M) = 0'01 - 0495 = 0,00495
p(M) - p(D) = 0'495 - 0/05545 = 0,02744

Por tanto no son independientes los sucesos ”ser una persona dalténica” y “ser mujer”
= CUESTION 8

En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

La velocidad de los vehiculos en una autopista con limite de velocidad de 120 Km/h sigue
una distribucién normal de media p km/h y desviacion tipica ¢ = 10 km/h. Se sabe que el
69’15 % de los vehiculos no sobrepasan la velocidad de 130 km/h.

a) Calcule la media de la distribucion.
b) {Cuél es el porcentaje de vehiculos que no sobrepasan la velocidad maxima permitida?

c) La DGT establece una multa de 100 euros a los vehiculos que viajan entre 120 y 150 km/h.
., Cual es la probabilidad de ser sancionado con dicha multa?

selen Jun 2021 Solucion:

En una normal N(u,10) sabemos que p(X < 130) = 0'6915

a) En la N(0,1) tenemos que si p(Z < z) = 0/6915, corres- )
ponde con el valor de la tabla z = 0/5. W\
sustituyendo en la tipificacion: z = =£,  z =0z +p 190

pu=z—0z=130—-10-05=125
La media de la distribucion es g = 125 km/h

120 — 125
b) p(X < 120) = { tipificando z = —0 - —0'5} =

p(Z < —-05)=1—-p(Z <0'5)=1-06915 = 0’3085
Este valor es el tanto por uno, en tanto por ciento sera: el /\

30’85 % vehiculos no superan la velocidad permitida. 120 195

¢) p(120 < X < 150) = p(150 < X) — p(X < 120) =
150 — 12
tipificando 150, z = % = 2’5} = p(Z < 2'5) —

p(Z < —0'5) = 09938 — 0’3085 = 0'6853

Este valor es el tanto por uno, en tanto por ciento seré el /\

68’53 % la probabilidad de ser multado por superar la veloci- 0 195 —
dad permitida.
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CUESTION 1
Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro a:

TH+y+z=2
r—ay+a*z=-1
—ax +ad*y —a*z =2

a) Compruebe que el sistema nunca tiene solucioén tnica.
b) Determine para qué valores de a el sistema tiene infinitas soluciones.
c) Si es posible, resuélvalo para el valor de a = 2.

selen Sep 2020 Solucion:

Primero estudiamos el sistema, para ello hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:
IM|=| 1 —a a® | =0 observamos que la tercera fila es la segunda multiplicada por —a por tanto:

a) El rango de la matriz de coeficientes para todo a es menor que el niumero de incégnitas luego nunca sera
compatible determinado, nunca tiene soluciéon tinica.

Consideramos el menor formado de la matriz ampliada:

1 1 2
—a -1 :a2—a—2queseanulaparaa:—1ya:2
—-a a 2

Por tanto para a # —1,a # 2, rango(M) < rango(A) = 3 sistema incompatible, sin solucién.

Para a = —1 la matriz ampliada queda:
11 1 2

A=11 1 1 -1 |, eliminamos la tercera ecuacion que es igual que la primera, queda la matriz:
11 1 2

7
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( 1 1 1 _21 > en la que el menor de la ampliada 1 _21 ‘ #0
Para a = —1, rango(M) =1 < rango(A) = 2 sistema incompatible, sin solucion.
Para a = 2 la matriz ampliada queda:
1 1 1 2
A= 1 -2 4 —1 |, eliminamos la tercera ecuacion (es igual que la segunda por —2), queda la

-2 4 -8 2
matriz:

11 1 2
1 -2 4 -1

en la que el menor

11
1—2‘#0

b) Para a =2, rango(M) =2 = rango(A) < 3 = namero de incognitas, sistema compatible indeterminado
con infinitas soluciones dependientes de un parametro.

¢) Vamos a resolver, el sistema queda:

r+y+z=2 r+y=2—z
r—2y+4z=—1 r—2y=—-1—4z

Restando 3y =3+ 32; y =1+ z sustituyendo en la primerax +14+2=2—-2; z=1-—2z
Por tanto para a = 2 la solucibones x =1—-2t, y=1+t, z=t;, teR
CUESTION 2

Considere la matriz A = ( _1 _2 )

a) Calcule las potencias sucesivas A%, A% A%, A° y AS

b) Calcule A%°%,

c) Compruebe que la matriz A es regular (o inversible) y calcule su inversa.

selen Sep 2020 Solucion:
o (-1 =3\ (-1 -3\ _ (-2 -3
a) 4 _< 12 1 o2)- U 1 1
-2 -3 -1 -3 -1 0
342, 4 _ . — - _
A=A A ( 11 ) ( 12 ) ( 0 —1 ) L2

4 A3 .4 1A 1 3 __
A=A A= IQA_(_l 5 )= A

A5:A3-A2:—12-A2:—A2:< _f _i’)

A6—A3'A3——f2'(—f2)—12_((1) (1))

b) Haciendo la division entera 2020 = 336 - 6 + 4, por tanto:

A2020 _ 4336:6+4 _ 43366 g4 _ (A6)336 DAY=, At = ( _1 _g ) —_A
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c¢) A tiene inversa pues su determinante es |A| = 1 distinto de 0.

La inversa es la adjunta de la traspuesta dividida por el determinante:

—1. — 1. t __ -1 1 . Sty 2 3 . -1 _ 2 3
Hallamos A™";|A|=1; A —(_3 5 ) adj(A") = 1 1) AT = 1 1

= CUESTION 3

Calcule los siguientes limites:
1 —In(3 —
2) lim n(3+z) —In(3 — z)
x—0 21‘

b) :}ingo<\/x+1—\/a:+2>

selen Sep 2020 Solucion:

1 -1
2) Hmln(3+.1’)fln(37.1’): 0/0 :1fm3,+—30*m:%+%:§:1
z—0 2x L’Hoépital z—0 2 2 2 3
b) lim (Va+1—-vVa+2)=0c0—o00=
xr—r 00
(\/517+ 1_ \/w+2) (\/.’IJ-I-l—‘r\/ZC—‘rQ) suma por diferencia
= ILH;O NS TN = es diferencia de cua- =
drados
Ve’ - (Vz+2)? | a+l-(z+2) 1

= lim

RN S EEV e R e SV B v e NV e A
= CUESTION 4
a) Calcule la integral indefinida / In(1 + 2?) dz

1
b) Calcule la integral definida / In(1 + 2%) dz
0

selen Sep 2020 Solucion:

2z dividiendo:
‘ _ L2, _ ) 222
a) /IH(H—LL’Z) dx = { u=h{l+a%); du 14 2?2 de } =z ln(1+$2)—/ . 5 dx = cociente = 2

— e _ 1+
dv=dx; v==x resto = -2

2
xln(1+x2)—/ 2— —— ) de=xIn(l+2*) -2z +2artanz +C
1+ a2

1
b)/ In(1+2%) de = [z ln(1+m2)72m+2artanm];:ln272+2artan170:ln272+2%:1n272+g
0

= CUESTION 5

Considere los puntos P = (5,6,1) y Q = (=3,—2,5), y la recta
r y—1 z+1

1 1 4

a) Determine el punto R de la recta r para el cual el area del triangulo PQR es 18v/2 unidades
cuadradas.
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(Observacion: hay dos puntos R que son solucion del apartado a); basta con encontrar uno
de ellos.)

b) Calcule la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Py @) y compruebe que dicha
recta corta perpendicularmente a la recta r.
selen Sep 2020 Solucidn:

a) Ponemos la recta en paramétricas

r=1
r:g y=1+t te R
z=—14+4t

un punto R de r es de la forma (¢,1 4 ¢, —1 + 4t)

El area del triangulo es la mitad del mdédulo del producto vectorial de

los vectores Q]D = (8,8,—4), QR = (t+3,1+t+2,-1+4t—5) =

(t+3,t+3,4t—6)

i 7 k

QP AQR = 8 8  —4 | = (36t — 36)i + (—36t + 36)] =
t+3 t+3 4t—-6

36 ((t— )i+ (—t+ 1)}')
El moédulo es:
QP AQR| =361/(t —1)2 4 (=t +1)2 = 36:/(t — 1)2 + (=t + 1)2 = 36+/2(t — 1)2 = 36V/2 (t — 1)

La mitad es: 18V/2 (t — 1) como ha de ser igual a 18v2; queda t—1=1; t =2, el punto de la recta es
sustituyendo en las paramétricas:

x =2
r:< y=3 R(2,3,7)
z=17

b) De la recta que pasa por Py por () tomamos el punto P = (5,6,1) y el vector direccion Q]D = (8,8,—4)
-5 -6 -1
mejor el vector (2,2, —1), es por tanto ’ 5 _Y 5 _z :

Comprobamos que es perpendicular a r con el producto escalar de los vectores
direccion (1,1,4)-(2,2,—1) = 24+2—4 = 0, efectivamente son perpendiculares.

nota: El otro punto de r que forma tridngulo de igual area proviene de resolver
con més cuidado la ecuaciéon

%36\/2@—1)2:18\/5; Vi-12=1; (t-1)%*=1; *—-2t=0;

t =0,t =2, el otro punto de r es para t = 0 resulta, R'(0,1,—1)

CUESTION 6
Considere las rectas r y s dadas por la siguientes ecuaciones:

_{5x+3y:19 S'x—l_y_z—S

y— 5z =3 Yo T TIT 0

a) Estudie la posicion relativa de ambas rectas.
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b) En caso de que las rectas se corten, calcule el punto de corte y el angulo que forman. En
caso de que las rectas se crucen, determine el plano que contiene a la recta r y es paralelo a
la recta s.

selen Sep 2020 Solucion:

Vamos a obtener un punto y un vector direcciéon de cada recta:

—19_3
5x 4+ 3y =19 , , . ) rT=7%"35Y
T resolviendo el sistema dejando y como parametro: r: ¢ y =1y por tanto:
y—95z=3 3
z=—5+3zY
e P(%7077§) S Q(15075)
| 7=(-2,1,1); o mejor 7= (-3,5,1) " W =(-1,1,0)

Es inmediato ver que ¢ y @ no son proporcionales, por tanto las rectas no son paralelas, por tanto se cortan
0 se cruzan.

- 19 3 14 28 -
Consideramos el vector QP = (E —1,0, —E = 5) = (E’ 0, fg) Veamos el rango de (QP, ¥, w). Calculamos
20 -2 |l 10 -2
el determinante de la matriz que forman: | —3 5 1 =—| -3 5 1 |=—14, no nulo, por tanto
-1 1 0 -1 1

'y s Se cruzan.

b) El plano que contiene a r y es paralelo a s pasa por el punto P y tiene como vectores direccion vy ,

T — % y—0 z+ %
tiene de ecuacion matricial: -3 5 1 =—x—y+22+5=0
-1 1 0

= CUESTION 7
El peso de los recién nacidos, medido en kilogramos (kg), sigue una distribucion normal de
media = 2,8 kg y desviacion tipica o. Se sabe que solo el 20,05 % de ellos pesa mas de 3
kg.
a) Cual es la probabilidad de que un recién nacido pese mas de 2,6 kg?
b) Calcule la desviacion tipica de esta distribucién normal.
c¢) Cual es la probabilidad de que un recién nacido pese menos de 2,9 kg?
IMPORTANTE: Trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal.
selen Sep 2020 Solucion:

a) Por simetria de la grafica de la normal como 2’6 dista de la media

i = 2'8 lo mismo que 3, a su izquierda esta también el 20’05 %, por 02005
tanto la probabilidad de que un recién nacido pese mas de 2,6 kg es del /—\4
79°95 %

28 3

b) Sabemos que p(X > 3) = 02005, en la N(0,1) para buscar en la
tabla tenemos: p(Z > z) = 0'2005, corresponde con p(Z < z) = 0’7995
ese valor de la tabla se corresponde con z = 0'84.

—p 3—-2'8 0'2

x
sustituyendo en la tipificacion: z = , 084 = ,

!
- — 02
- - 7= gy~ V28

29 — 2’8

X <2'9) =< tipificando z =
c) p(X <2'9) { ipificando z NGER

= 0’42} =p(Z <0'42) = 0'6628
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Este valor es el tanto por uno, el tanto por ciento sera 66’28 % de recién nacidos.

CUESTION 8

Dos urnas A y B contienen bolas de colores con la siguiente composicién: La urna A contiene
3 bolas verdes, 4 negras y 3 rojas, y la urna B contiene 6 bolas verdes y 4 bolas negras.
Ademas, se tiene un dado que tiene 2 caras marcadas con la letra A y 4 caras marcadas con
la letra B. Se lanza el dado y se saca una bola al azar de la urna que indica el dado.

a) ;Cuél es la probabilidad de que esa bola sea verde?
b) ;Cual es la probabilidad de que esa bola sea roja?

¢) Si bola extraida es verde, ;jcuél es la probabilidad de que proceda de la urna B?

selen Sep 2020 Solucion:
V-

A N
Sumando las probabilidades de las ramas correspondientes:
R 2.3 4.6 1
, PYI=6" 1076 10 2
60V —
B
N
2 3 1
b =, =_"_
PR =5 157 10
p(V/B)-p(B) g 15 _4
c) p(B/V)= = = -
) o(8/v) = B EE

nota: Se ha resuelto razonando en el arbol. Se podria haber hecho considerando los resultados del dado como
un sistema completo de sucesos y entonces en los apartados a) y b) se aplicaria el teorema de la Probabilidad

Total y en el ¢) el teorema de Bayes.
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7.2. Junio 2020

= CUESTION 1
Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:

r+y—z=4
r+ad’y—z=3—-a
r—y+az=1

a) Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion tnica. Si es posible, calcule dicha
soluciéon para a = 0.

b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.

¢) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.
selen Jun 2020 Solucion:

Primero estudiamos el sistema, para ello hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:

1 1 -1
IM|=|1 a* -1 =a®+a?—a—1 que se anula para: a = —1,a = 1
1 -1 a

e Paraa # +1 rango(M) = 3 = rango(A) = namero de incognitas, sistema compatible determinado,
tiene solucién tnica.

r+y—z=4
Vamos a resolverlo para a = 0, el sistema queda: r—2z=3 , M| =-1
z—y=1
por Cramer:
4 1 -1 1 4 -1 1 1 4
3 0 -1 1 3 -1 1 0 3
1 -1 0 -2 1 1 0 -1 1 -1 1
L st e s T A A e
e Para a = —1 la matriz ampliada es
1 1 -1 4
A = 1 1 —1 4 |, eliminamos la primera ecuacién que es igual que la segunda, queda la
1 -1 -1 1
matriz:
(1 jl :i le)onlaqucclmonor 1 11‘7&0
Para a = =1, rango(M) = 2 = rango(A) < 3 = namero de incognitas, sistema compatible indeter-

minado con infinitas soluciones dependientes de un parametro.
Vamos a resolver, el sistema queda:
{x+y—z:4 {x+y:4+z
r—y—z=1 r—y=1+z2
5 3

+ 2, Restando2y=3; y=-

Sumando 2x =5+ 2z; = = .

(\}

5 3
Portantolasoluci()nesw:§+t, y:§7 z=t; teR
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e Para a = 1 la matriz ampliada es

11 -1 4
A= 1 1 -1 2
1 -1 1 1
4
El menor resultante de eliminar la tercera columnaes: | 1 1 2 |=—-4+#0
-1 1
por tanto

Paraa =1, rango(M) =2 < 3 =rango(A) sistema incompatible, no tiene solucion.

= CUESTION 2

Considere las matrices

(1 e) ()

a) Compruebe que las matrices A y B son regulares (o inversibles) y calcule sus matrices
inversas.

b) Resuelva la ecuaciéon matricial A X B = A" — 3B, donde A’ denota la matriz traspuesta
de A.

selen Jun 2020 Solucién:
a) Para que una matriz tenga inversa el determinante ha de ser distinto de 0.
Al =—-4+3=-1

La inversa es la adjunta de la traspuesta dividida por el determinante:

. “1 Al — 1. e (2 -1, oty 72 =3, -1 _ 2 3
Hallamos A™"; |A| = —1; A(g Ik adj(A") = 1 5 | A= 1 _9

IB|=-2+3=1

La inversa es la adjunta de la traspuesta dividida por el determinante:

-1 1 2 3 2 3
1. B —1. Rt— . (Bt — . op-1l_
Hallamos B™*;|B| =1; B' = ( 3 9 )7 adj(B") ( 1 >7 B ( -1 -1 )

b) Para resolver A X B = A" — 3B despejamos X:
A'AXB=A1'A"-3B); XB=A1'(A"-3B); XBB'=A1'A"-3B)B™!;
X=A1A"-3B)B™!

o= (5 0) (0 )= %)= 9)-(0 )
= (3 3) (5 2)-(5 )

X:Al(At—SB)Blz(lo 8).( 2 3):( 28 38)
-5 8 -1 -1 -18 -23
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= CUESTION 3
De entre todos los triangulos rectangulos cuya hipotenusa mide 4 metros, determine las
dimensiones de aquel cuya area es maxima. ;Cual es el valor de dicha area maxima?
selen Jun 2020 Solucion:

_ T .
Area: S = 2' maxima

/ [T 2
Pitagoras: 22 + 3% = 42. Despejamos y: y = /16 — a2 4 =ty

Sustituyendo en S:

-
S(x) = . \/126 S = \/1612 — = ha de ser maxima

T 2v/2
S/(m):%z& 32w —42° =0 z=-2v2,2=2V2,2=0 g/ ; i

MAXIMO

Resulta area maxima para el triangulo rectangulo isosceles de catetos 2v/2

2v2-2v2
=

y ese area es: S = 4 m?

= CUESTION 4
a) Calcule la integral indefinida / % dz

b) Determine el area del recinto limitado por el eje OX, la grafica de la funcion

JT

f(x) = ——— y la recta vertical x = 1.

1+x

selen Jun 2020 Solucion:

' : . dividiendo
VT ) VE=t [t B 2o A
d) 1+\/5d1’7 ;Wd.r:dt; de =2tdt [ 1—_~_t2tdt*2 1_~_tdtfcocmntc:t—1
resto = 1

1 t?
2/(t—1+1—+t) dt:Q(E—t+1n|1+t|) =t* =2+ 21 +t|=2 -2V +2In(Vz+1)+C

b) La funcién es positiva en el intervalo de integracion, luego el area es:

1
S = Ve dr = [;L’—2\/E+2ln(\/§+l)]:)::1—2+21112—0:21112—1

0o 1+vz
s« CUESTION 5

Se llama mediana de un triangulo a cada una de las rectas que pasan por un vértice del
triangulo y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice.

a) Calcule las ecuaciones de las tres medianas del triangulo de vértices A = (—1,2,3), B =
(3,—4,1) y C = (1,—4,5).
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b) Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de
dicho punto.

selen Jun 2020 Solucion:

a) Punto medio de AB = Myp = (1,—1,2)

Punto medio de AC = Mo = (0,—1,4)

Punto medio de BC = Mp¢c = (2, —4,3)

Mediana de A: punto A = (—1,2,3), vector direccion MpcA = (—3,6,0); tomamos (1,—2,0)

r=—-1+4+1
ma = y=2-—2t
z=3

Mediana de B: punto B = (3, —4, 1), vector direccion MucB = (3,—-3,—3); tomamos (1, —1,—1)

r=3+s
mp = y=—-4-—s
z=1—s

Mediana de C: punto C' = (1, —4,5), vector direccion MupC = (0, -3, 3); tomamos (0, —1,1)

r=1
mg = y=—-4—v
z=5b+wv

b) Hallemos el posible punto de corte igualando la tltima coordenada ”z” y comprobemos que cumple todas
las igualdades:

1—s=3
{ 5+Z:3 resulta s = —2;0 = -2

Resulta el punto donde se cortan (1, —2,3) del que se deduce que t = 2 y pertenece a todas las medianas.

CUESTION 6

Considere la recta r y el plano 7 dados por las siguientes ecuaciones:
x4+l y—2 z-1
T T T T o
a) Estudie la posicion relativa de la recta y el plano.

mir—2y—z=4

b) En caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el angulo que forman.
En caso contrario, calcule la distancia entre la recta y el plano.

c¢) Determine el plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano .

selen Jun 2020 Solucién:

a) Para r: P(—1,2,1) es un punto, y ¥ = (2,1,0) es un vector direccion.

El vector ortogonal de 7 es w = (1, -2, —1),

El producto escalar v- W = 0 y como el punto P de r no verifica la ecuacién de m podemos afirmar que la
recta y el plano son paralelos.

A B C D —-1-4-1-4 10
b) La distancia de r a  es la distancia de P a m: d(P,w) = Tot St t Oz + ’ = ’ ' =—
VA2 + B2 + C?2 VIF4+1 V6

¢) El plano buscado contiene el punto P y los vectores direccion 0, w por tanto:
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r+1 y—2 z-1
2 1 0 = —x+ 2y — 5z. El plano que contiene a r y es perpendicular a w es x — 2y + 52 =0
1 -2 -1

= CUESTION 7

Una urna tiene 2 bolas blancas y 3 bolas rojas. Consideramos la variable aleatoria que cuenta
el namero de bolas blancas que se obtienen al repetir nueve veces el siguiente experimento:
se saca una bola de la urna y, después de anotar el color, se devuelve la bola a la urna.

a) {Qué tipo de distribucion sigue dicha variable aleatoria y cuales son sus pardmetros?
b) {Cual es la media y la desviacion tipica de esta distribucion?

¢) ;Cuél es la probabilidad de que el nimero de bolas anotado sea menor o igual que 47
selen Jun 2020 Solucion:

a) Estamos ante una variable aleatoria discreta X que sigue una distribucion binomial B(n, p), donde X es el
ntamero de bolas blancas. Entonces la probabilidad viene dada por: p(X = z) = : pg" Feong=1—p
En nuestro cason =9, p=2/5= 04, es la probabilidad de acertar; B(9,0'4)

b) Los parametros de la binomial son:

p=np=9-040=136, o2=npqg=9-040-060=2'16, o= 1469693 = 1'4697

Por tanto: media p = 3’6, desviacion tipica o = 1'4697

¢) Nos piden p(X <4)=p(X =0)+p(X =1)+p(X =2) + p(X = 3) + p(X = 4) mirando las tablas:

) -0'60° = 0’0101
9 ! 1 / 8 /
-0'40* - 0'60% = 0'0605

9 f
) -0'40% - 0607 = 0'1612

Entonces p(

s CUESTION 8

En una determinada poblacién, el 40 % de los individuos lee diariamente la prensa y el 75 %
ve diariamente las noticias en la television. Ademaés, el 25 % de los individuos lee la prensa y
ve las noticias en la television diariamente.

a) ;Son independientes los sucesos "leer diariamente la prensa” y "ver diariamente las noticias
en la television™?

b) ;Cual es la probabilidad de que un individuo lea la prensa diariamente pero no vea las
noticias en la television?
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¢) Si un individuo lee la prensa diariamente, ;cual es la probabilidad de que también vea las
noticias en la television?

selen Jun 2020 Solucién:
"A” leer diariamente la prensa, p(A) = 0’40

"B” ver diariamente las noticias en la television, p(B) = 0’75
ademas dicen que p(AN B) =025

a) p(A)-p(B) = 0'40-0"75 = 0’30 como no coincide con p(ANB) =
0’25 podemos afirmar que NO son independientes

b) Lee la prensa y no ve la television: p(ANB) = p(A)—p(ANB) =
0’40 — 025 = 0'15

¢) Ve la television sabiendo que lee la prensa: p(B/A) =

p(ANB) 025
s = 0625
p(A) 040
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8.1. Septiembre 2019

» CUESTION A.1 Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:
ar +y—22=0
rT+y—az=-1
r+yt+z=a
a) Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion tnica. Si es posible, calcule dicha
soluciéon para a = 2.
b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.
c¢) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.
selen Sep 2019 Solucion:

Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:

a 1 =2
IM|=|1 1 —a|=a*~-1=0; a=—-1l,a=1.
1 1 1
a) Por tanto para los valores de a distintos de —1,1 :  rango(M) = 3 = rango(A) = n® incognitas, el

sistema es compatible determinado, tiene solucién tnica.

20 +y—22=0

Para a = 2 resulta por Cramer: x+y—2z=—1, tenemos que |M| =3
r+y+z=2
0 1 -2 2 0 0 2 1 0
-1 1 =2 1 -1 1 1 1 -1
2 1 1 3 1 2 1 0 1 1 2 3
T = =—-—=1 y= =—-—=0; z= =_=1
3 3 3 3 3 3
-1 1]-2 0
b) Para a = —1 la matriz ampliada queda: A = 1 1 1 —1 |, donde las dos ultimas filas son
1 1 1 -1

iguales, por tanto rango(M) = 2 = rango(A) < 3, el sistema es compatible indeterminado, tiene infinitas
soluciones dependientes de un parametro.

89
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Para resolverlo nos quedamos con las dos primeras ecuaciones:

—r+y—22=0 —r4+y=2z
r+y+z=-1 " r+y=—-1—2z

-1 z—1 —3z—1
sumando: 2y = —1+4+2z, y= ZT; y sustituyendo en la primera x = y—2z = - > —2z = 72 ; 2€R
1 1 -2 0
¢) Para a = 1 la matriz ampliada queda: A = 11 -1 -1 en la que se observa que la primera
11 1 1
columna es igual a la segunda, haciendo el determinante de las tres tltimas columnas queda
1 -2 0
1 -1 —1|=4+#0rango(M) =2 <3 =rango(A), el sistema es incompatible, no tiene solucion.
1 1 1
CUESTION A.2:
. . " 2?4 2z .
a) Calcule los extremos relativos (méximos y minimos) de f(r) = ———— , definida para
€

todo valor de x € R. Determine también los intervalos de crecimiento y decrecimiento de

f(x)

b) Calcule lim (1 S )
=0 \x e*—1
selen Sep 2019 Solucion:

22 4 2z
e
flx) =2z —2)e ™ + (2% 4+ 2z) e " (=1) = (2 — %) e~ que se anula en = = +v/2, estudiamos el signo de

la derivada:

= (22 +2z)-e®

a) Empezamos calculando la derivada: f(x) =

V3 V2
y - + -
y N s N
MINIMO MAXIMO
. 2—2v2 P 24242
f tiene un MINIMO en (—\/5, 7\/—) y un MAXIMO en (\/§ ;\/—)
V2 RV
f decrece en (—o0, —v/2) U (v/2,00) y crece en (—v/2,/2)
11 e —1—x 0/0 er —1 0/0
b 1, — — — ¢ — B 1, _— = — 1, _— = —
) 250 (T e 1) {oo =00} 250 x(e® — 1) L’Hopital 250 (e* —1)+xe® L’Hopital
e’ 1

CUESTION A.3:

1 3
Considere la recta r : % = % = % yelplanom: 2z —2y — 2z = —1.

a) Estudie la posicion relativa de la recta r y el plano 7.

b) En caso de que la recta corte al plano, calcule el punto de corte y el angulo que forman.
En caso de que la recta no corte al plano, calcule la distancia entre ambos.
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selen Sep 2019 Solucion:
a) Para r: P(—1,—3,0) es un punto, y ¥ = (—1,2,1) es un vector direccion.
El vector ortogonal de 7 es W = (1, -2, —1)

)

Como vy W son proporcionales y por tanto paralelos, la recta y el plano se cortan y lo hacen perpendicular-

mente.
r=—-1—1
b) El angulo es pues 90°. Para hallar el punto de corte sustituimos las paramétricas de r : y=—-3+2t
z=1

en la ecuacion de 7
r=—-1-1=-2
—1—t—2(-3+2t)—t=-1; 5—6t=—1; ¢ =1, sustituyendoenr:¢ y=-3+2=—-1 Da como
z=1
punto de corte Q(—2,—1,1)

= CUESTION A.4:
(En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal).
La probabilidad de que una flecha dé en la diana es 0’40. Si se lanzan 9 flechas, determine:

a) Qué tipo de distribucion sigue la variable aleatoria que cuenta el namero de flechas que
dan en la diana.

b) Cuél es la media y la desviacion tipica de esta distribucion.

c¢) Cuél es la probabilidad de que al menos 5 flechas den en la diana.
selen Sep 2019 Solucion:
a) Estamos ante una variable aleatoria discreta X que sigue una distribucion binomial B(n,p), donde X es

€T

n
el ntimero de aciertos. Entonces la probabilidad viene dada por: p(X = x) = ( ) ptq" T cong=1—p
x

En nuestro caso n =9, p = 040, es la probabilidad de acertar; B(9,0'40)

b) Los parametros de la binomial son:

p=np=9-040=136, o>=npqg=9-0140-060=2'16, o= 1469693 = 1'4697
Por tanto: media p = 3’6, desviacion tipica o = 1’4697

¢) Nos piden p(X >5)=p(X =5)4+p(X =6)+p(X =7)+p(X =8)+p(X =9)

9
p(X =5)= < ) -0'40° - 060" = 126 - 001024 - 0'1296 = 0’16721 = 0’1672

ot

9
) -0'40° - 0'60% = 0'074317 = 0'0743

9
) 0’407 - 0'60% = 0/021233 = 0/0212

9
p(X =8) = ( ) - 0/40% - 0'60 = 0/003538 = 0/0035
( -0/40° = 0/000262 = 0'0003
X

> 5) = 0,2665
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= CUESTION B.1:

Considere la matriz A = 0 1

a) Determine para qué valores de a la matriz A tiene inversa.
b) Para a = 1, calcule la inversa de A.

c) Para a = 1, resuelva la ecuacion matricial X A + 27 = 2A, donde I es la matriz identidad
3 x 3.

selen Sep 2019 Solucion:

a) [Al=a*~a—-1=0, a= la matriz tiene

inversa.

, por tanto para valores de a distintos de

1++5 1++5
2 2

b) Paraa =1, |[A] = -1 #0.

-1 1
1
Hallamos la inversa de la matriz: 0 1 1 | Lainversaes: A~ = madj (A
1 -1 1
-1 0 1
At = 11 -1
0 1 1
1 -1 '1 1‘ ‘1 1'
1 1 0 1 0 1
2 -1 1
1 -1 1 -1
won-| T4 ]33 0)
o 1| |-1 1 -1 0 oo
1 -1 1 -1 1 1

-2 1 -1
como el determinante de la matriz dada A1 = 11 -1
es -1 la matriz inversa es:
¢) XA+2I =24A; XA=24A-2I=2(A-1); XAA'=2A-DNA" X=24-1A"

-1 1 0 1 0 0 -2 1 0 —4 2 0
0 11 ]1-10 10 =2 0 0 1 | = 0 0 2
1 -1 1 0 0 1 1 -1 0 2 =20

2A—1)=2

= CUESTION B.2:

a) Calcule la integral indefinida / 1\_/5 dz
x

x
b) Determine la primitiva de | que pasa por el punto (1,2).
x
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c) Calcule el limite lim
z—oo | +x

selen Sep 2019 Solucion:

t =
" T \/3_31 1 Cot L ' 2
a) de = dt = s==dr = 5dx = [ ——=2tdt = dividiendo 2————|dt = 2t —
l+a 2V 2 1+¢2 2 +1
' dr = 2tdt

2artant = 2\/x — 2ar tan/z + C
b) F(z) = 27 — 2artan/z + C, ha de ser F(1) = 2, 2V1 — 2artanyv1 4+ C = 2 — 2artanl 4+ C =
2-2%%}:27 C:g

La primitiva que pasa por el punto (1,2) es F(z) = 2v/z — 2ar tan /x + g

3

T

¢) lim = dividiendo por x = lim + =0

= CUESTION B.3:

Los puntos A = (0,—1,1) y B = (1,1,1) son dos de los vértices de un triangulo. El tercer
vértice C' esté contenido en la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano
mi2r —y+z=1.

a) Calcule la ecuacion de la recta r que pasa por el punto B y es perpendicular al plano 7.

b) Calcule las coordenadas del vértice C' sabiendo que el area del triangulo es 3v/30.
selen Sep 2019 Solucidn:

a) Sirve como vector direccion de la recta el ortogonal a plano 7 que tiene de coordenadas (2,—1,1) por

r=1+2t
tantor: ¢ y=1—-t ,t€R
z=1+1

1 -~ -
b) El area del triangulo viene dado por S = §|AB N AC|

AB=(1,2,0),AC =(1+26,1—t+1,14+t—1)=(142t,2—t,1)

i j k
ABANAC =| 1 2 0 |=2ti—tj—5tk
142t 2—t t

El médulo es: |[AB A AC| = \/(2t)% + (—t)2 + (=5t)% = V30t2
1 1
El area es pues: 3v30 = V302, 3 = 5\/FZ-, 2 =36, t=46

Sustituyendo en r

r=1412=13
t =6, y=1—-6=-5 , El puntoes C(13,-5,7)
2=1+6=7

r=1—-12=-11
t = —6, y=1+6=7 ,  El punto es C'(—11,7,-5)
r=1-6=-5
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= CUESTION B.4:
(En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto decimal).

El 60 % de los coches de una marca se fabrican en su factoria de Valencia, el 25 % en Madrid,
y el resto en Lisboa. El 1% de los coches fabricados en Valencia tiene algun defecto de
fabricacion, mientras que para los coches fabricados en Madrid y en Lisboa estos porcentajes
son del 0’5 % y del 2 %, respectivamente.

a) Elegido al azar un coche de esa marca, calcule la probabilidad de que no sea defectuoso.

b) Si un coche de esa marca resulta ser defectuoso, jcuél es la probabilidad de que haya sido
fabricado en Madrid?
selen Sep 2019 Solucidn:
D = defectuoso, V, M, L, forman un sistema completo de sucesos.
a) Teorema de la probabilidad total:
60 25 15

p(D) =p(D/V)-p(V)+p(D/M)-p(M)+p(D/L)-p(L) =0,01- 100 + 0,005 - 100 +0,02- 100

La probabilidad de no ser defectuoso es p(D°) = 1 — p(D) = 09897

=0,0103

b) Teorema de Bayes:
p(D/M) - p(M) ~0,00125

p(M/D) =
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8.2. Junio 2019

» CUESTION A.1 Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:

rT+y+az=1
rt+ay+z=a
ar+y+z=a+3
a) Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion tnica. Si es posible, calcule dicha
soluciéon para a = 0.

b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.

c¢) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.
selen Jun 2019 Solucién:

Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:

1 1 a
IM|={1 a 1|=-a*+3a>-2=0; a=-2,a=1.
a 1 1
a) Por tanto para los valores de a distintos de —2,1 :  rango(M) = 3 = rango(A) = n® incognitas, el

sistema es compatible determinado, tiene solucién tnica.

r+y=1
Para a = 0 resulta por Cramer: x4+ 2z=0 , tenemos que |[M|= -2
y+z=3
1 1 0 1 1 1 1 1
0 0 1 10 100
3 1 1 2 . 0 3 —4 ) 01 3 -2 .
T — 2 Y= 8 IR -2 -2
1 | -2 1
b) Para a = —2 la matriz ampliada queda: A = 1 -2 1 —2 |, donde el menor
—2 1 1
1 1 1
1 -2 —2 | =0 por tanto rango(M) = 2 = rango(A) < 3, el sistema es compatible indeterminado,
-2 1 1

tiene infinitas soluciones dependientes de un parametro.
Para resolverlo nos quedamos con las dos primeras ecuaciones:

r+y—2z=1 r+y=1+2z2
r—2y+z=-2" rT—2y=-2—2

restando: 3y =3 + 3z, y =1+ z;y sustituyendo en la primera z =z2; z€ R

r=1
La soluciéon es pues: r: ¢ y=1+1 z€R
z=t
11 11
¢) Para a = 1 la matriz ampliada queda: A= | 1 1 1 1 en la que se observa que
1 1 1 4
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rango(M) =1 < 2 = rango(A), el sistema es incompatible, no tiene solucion.

CUESTION A.2 a) Calcule la siguiente integral indefinida / 2% cosx dx

b) Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales t =0y z = T,
y la gréfica de la funcion f(x) = 2° cosz.

selen Jun 2019 Solucion:

uw=2> du=2xdr } 9

a) Es integral por partes / z? coszdr = { =z’senx — / 2x senxdr =

dv = cosxdx v =senx

{ u=2x du=2dzx

= 2%senz — —2:1:0051’—1—/2005:1:(1:1: = a2%senz + 2z cosx — 2senzx + C
dv =senxdr v= —cosz

. . . m )
b) La funcién cambia de signo en ) por tanto hacemos la integral en dos partes:

& - 2
/ 2% coszdr = [m2scnm+2mcosm72scnm]5 = <E> -2
0 2
s x 2
/ 2% coszdr = [mQSenaz—&—Ql’cosw—Qsenx}; = 27 — [(g) —2}

T 2 w2
El area es la primera integral menos la segunda: S = 2 <§> —44 21 = - + 27 —4
CUESTION A.3 Los puntos A = (3,0,0), B = (0,3,0) y C = (0,0,3) son tres de los vértices
de un tetraedro. El cuarto vértice D esta contenido en la recta r que pasa por el punto
P =(1,1,1) y es perpendicular al plano m que contiene a los puntos A, By C.
a) Calcule la ecuacion del plano que contiene a los puntos A, By C.

b) Calcule la ecuacion de la recta r que pasa por el punto P = (1,1, 1) y es perpendicular al
plano 7.

c) Calcule las coordenadas del vértice D sabiendo que el volumen del tetraedro es 18.

selen Jun 2019 Solucion:

a) El plano que pasa por los tres puntos es el que contiene al punto A(3,0,0), y tiene vectores direccion
AB =(-3,3,0), AC =(-3,0,3) es:

r—3 y =z
-3 3 0|=92+4+9y+92—27=0 El plano buscadoes7: x+y+2z—3=0
-3 0 3

b) La recta perpendicular a 7 que pasa por P es (utilizando como vector director de r el ortogonal de 7):
r—1 y—1 =z-1

T
1 1 1

r=1+t

¢) Nos interesa la recta r en paramétricas: r: ¢ y =141

z=1+1

Consideramos el vector de A a un punto D de r: AD = I+t=3,1+t,1+t)=(—24+t1+t1+1)

Entonces el volumen del tetraedro que determinan los vectores A_D, Aﬁ, AC y que tiene que valer 18 es:
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-2+t 14+t 1+t

17 - = 1 1 1
V == |AD,AB, AC| = - 3 3 0 |==(18t+1)+9(t—2)=-2Tt=18; t=4
6 6 6 6
-3 0 3
r=14+4=5
Sustituyendo en la ecuaciéon de r: ¢ y=1+4=5 . El punto D : (5,5,5)
z=14+4=5

= CUESTION A4 (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al
cuarto decimal).

El tiempo de duraciéon de las bombillas de una cierta marca, medido en horas, sigue una
distribucién normal de media p y desviacion tipica o. Se sabe que el 69’50 % de las bombillas
duran menos de 5061’2 horas, y que el 16’60 % de de las bombillas duran mas de 5116’4

horas.

a) ;Cudl es la probabilidad de que una bombilla de esta marca dure entre 5061,2 y 5116,4
horas?

b) Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion normal.

selen Jun 2019 Solucién:

Nos dicen que estamos en una normal N (u, o) y que p(X < 5061'2) = 0’6950 y que p(X > 5116'4) = 0'1660)

a) La probabilidad que piden es el tanto por ciento restante es decir:

p(5061'2 < X < 5116'4) =1 — 06950 — 0’1660 = 0, 1390

Por tanto el 13’90 % de las bombillas duran entre 5061’2 horas y 5116’4 /\
horas.

X1 i)

b) En normal N(0,1):

p(Z < z1) = 0'6950 se corresponde con z; = 051

p(Z > 29) = 01660 se corresponde con zo = 097

Sustituyendo en la férmula de la tipificacion x = p + o - 2z tenemos:

50612 = p+ o -0’51
5116’4 = p+ o - 097
Resolviendo el sistema: 5116'4—5061'2 = (0'97—0'51)0; o = 120 horas; 5061’2 = p+120-0'51; = 5000

horas.

= CUESTION B.1

1 1
a) Considere la matriz A= | 0 0
0 1

o S e Y B

a) calcule las potencias sucesivas A2, A3 y A%,
b) (Cuél sera la expresion general de la potencia A™ para cualquier valor de n 7.

c¢) Determine si existe la inversa de A. En caso afirmativo, calcilela.

selen Jun 2018 Solucion:
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11 1 11 1 1 2 2
a)A>=10 10 01 0]=|0T1o0o0
00 1 00 1 0 0 1
1 2 2 1 1 1 1 3 3
A=101 0 010 ]=101
00 1 00 1 00 1
11 1 1 3 3 1 4 4
At=1 0 1 0 1 =10 1
00 1 0 0 1 0 0 1

b) La expresion general de la potencia A™ para cualquier valor de n sera:

1 n
A" = 0
1

o = 3

0
0
(Propiamente habria que demostrarlo por induccion)

¢) Como |A| = 1 # 0 hay inversa:

1 1 0 0 1 -1 -1 1 -1 -1
Hallamos A~! = Tadj(A‘); A= 11 0 |; adiAh) =0 1 0 At=(0 1 o0

4] 1 0 1 0 0 1 0 0 1
CUESTION B.2
Considere un tridngulo isésceles cuya base de 12 cm es
el lado desigual y cuya altura es de 5 cm. Se quiere
determinar un punto A situado sobre la altura a una

A

distancia x de la base de manera que la suma de las
distancias del punto A a los tres vértices del tridngulo

sea minima. Observe la figura:

a) Demuestre que la suma de las distancias del punto A a los tres vértices del triangulo viene
dada por la expresion f(z) =5 — x + 2Vz? + 36

b) Calcule el valor de x para que la suma de las distancias sea minima.

c¢) Calcule dicha cantidad minima.

selen Jun 2019 Solucion:

a) La distancia a P es 5 — ) y la distancia a Q y a R es
Va2 + 62,
La suma de las distancias es f(x) =5 — z + 2V/22 + 62 =

5—x+ 2224+ 36

5 2z — 14 2x  —Va? + 36+ 22
2v/x2 + 36 V2 + 36 V2 + 36

estudiamos el crecimiento:: —v/x2 + 36 4+ 2z = 0; (22)? =22 +36; 322 =36; x=+2V3

b) Derivamos f'(z) = -1+
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2V/3

Y — +
y ¢ ) e
MINIMO

¢) F(2v3) = 5-2v3+21/(2V3)2 + 36 = 5—2v3+2V12 + 36 = 5—2V3+2V48 = 5—2v/3+8V3 = 5+6V3

= CUESTION B.3 Considere las siguientes rectas:
r—5 y—6 z+1 z—1 'y z+1

1 (T T B R
a) Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

T

b) En caso de que las rectas se corten, calcule el plano que las contiene y el dngulo que
forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular comin a
ambas rectas.

selen Jun 2019 Solucion:

Vamos a obtener un punto y un vector direcciéon de cada recta:

T:{ P(5,6,—1) s:{ Q(1,0,-1)

7=(1,1,1) @ = (1,1,-1)

a) Observamos que los vectores no son proporcionales por tanto las rectas se cortan o se cruzan

4 6 0
Consideramos el vector QP = (4,6,0) el producto mixto [QYD, dwl =11 1 1 | =4 # 0 nos indica que
1 1 -1

las rectas se cruzan.

b) La perpendicular comun tiene como vector direccion el vector perpendicular a los vectores direccion de
las rectas dadas:

i 7k
1 1 1 |=—-2i+ 275 vector: (—2,2,0) o mejor v] = (—1,1,0)
1 1 -1

Ahora hallamos el plano 7, que contiene a una de ellas, por ejemplo r, y contiene
a este vector v :
r—5 y—6 z+1 oo

1 1 1 =0, —r—y+224+13=0, mm:x4+y—22—-13=0
—1 1 0 /
r

Ahora hallamos el punto de interseccion de este plano 7, con la recta s : —
y=t , sustituyendo en 7,
z=—1-1
_ 5 _ 7
1+t+t—2(-1—-1t)—13=0; t:§,sustituyendoens y=3
z=-1-3=2"
2 2

7

La perpendicular comtn es: s: ¢ y = g +t
- _7
< 2
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= CUESTION B.4 (En este ejercicio trabaje con 4 decimales, redondeando el resultado al cuarto

decimal).

2
La probabilidad de que un determinado equipo de fitbol gane cuando juega en casa es 3 y

la probabilidad de que gane cuando juega fuera es £

a) Sin saber donde jugara el proximo partido, calcule la probabilidad de que gane.

b) Si gand el ultimo partido del campeonato, jcual es la probabilidad de que jugara en casa?
selen Jun 2019 Solucion:

Consideramos los sucesos: C' jugar en casa, F' jugar fuera, G ganar, P perder.

2/3 G
12 C
R P {C,F} , forman un sistema completo de sucesos.
2/5 G
12 F <
P
21 2 1 8
a) Teorema de la probabilidad total: p(G) = p(G/C) - p(C) + p(G/F) - p(F) = 33 + £ 315

b) Teorema de Bayes:

, B p(G/C) - p(C) _ 33 _ 3
PlCIC) = J@IeT o0 + pCIF) o)~ & &
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9.1. Septiembre 2018

=« CUESTION A.1:

Considere la matriz A = ( _g ; )

a) Compruebe que la matriz A es regular (o invertible) y calcule su inversa.

b) Determine la matriz X que cumple la ecuacion AX = A + A" | donde A’ es la matriz
traspuesta de A.

selen Sep 2018 Solucion:

a) Para que una matriz tenga inversa el determinante ha de ser distinto de 0.

Al=4-3=1

La inversa es la adjunta de la traspuesta dividida por el determinante:
-2 3 -2 -1 -2 -1
Hallamos A™%;[A| =1; A'= ;adj(A') = ;AT =
allamos ;A ; ( . o ), adj(A") 3 o )i _3 _9

b) AX = A+ A" multiplicando por la izquierda por la inversa de A:
ATTAX = A1 (A+ AN, X=A"1A+AY

¢ [ —2 1 -2 3\ [ —4 4\
A+A( 3 2>+< 1 2)( 4 4)’
X:Al(A—&—At):(_Q _1).<—4 4>:< 8 —4 —8+4):<4 —4>
-3 -2 4 —4 12—-8 —12+8 4 —4
= CUESTION A.2:

Calcule los siguientes limites:

a) lim <\/x2 +2— Va2 — 2)

T—r00

In(cos z + senx)

b) lim

z—0 x

101
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selen Sep 2018 Solucion:

a) lim (\/x2+27\/x272):oofoo:

T—r 00

(\/332 g 2) (\/12 To 42 2) suma por diferencia

= lim = es diferencia de cua- =
) 2 _
o Vat £ 24Vt =2 drados
| .7:2+2)27(\/.7:272)2 . 22 +2— (22 -2)

= lim - = lim : =

v=oo Va2 424 Va2 -2 v=00 /22 +2 4 V22 — 2

4

= lim =0

w00 (/22 + 2 + /22 — 2
by i [RCOSTHSND) 00 SRS —senetoosz 1,

z—0 T L’Hopital z—0 1 x—0 cosT + senw 1

CUESTION A.3:

a) Calcule la siguiente integral indefinida / senx e“**dx

b) Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales t = 0y z = 7/2,

y la gréfica de la funcion f(z) = senz e“®?

selen Sep 2018 Solucion:
a) Es casi inmediata, para que esté multiplicando la derivada del exponente falta solo el signo:

/senxec‘)”dl’ =— /(— senx) e rdr = —e“®" + C

b) Entre los limites de integracion la funcién es positiva por tanto el area viene dada directamente por la
integral:

2 P B =
/ Senxecoszdl,:[_ecosz]og —e cos 3 +€COSOZ—€0+€1:—1+€
0

CUESTION A .4:
Considere las rectas r y s dadas por la siguientes ecuaciones:

22—y +32=3 S.x—5_y_i
|l z+3y+52=1 Y ' 1

2 1 -1
a) Compruebe que ambas rectas son paralelas.
b) Determine la ecuacion (en cualquiera de sus formas) del plano que contiene a ambas rectas.
selcn Sep 2018 Solucion:
a) Hallamos un vector direccion de r

E — - —
1 3| =—147—7]+ 7k

=N s
W o= Sy

ot

que es proporcional al vector direccion de s: v = (2,1, —1)

Es inmediato ver que el punto de s:  Ps(5,0,0) no verifica la primera ecuacion de r por tanto no pertenece
ar
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Concluimos que son paralelas

b) método 1: Necesitamos otro vector direcciéon del plano, para ello buscamos un punto de r, haciendo z = 0

21—y =
en las ecuaciones de r ¢-y=3
r+3y=1
. 1 3 10
resolviendo x =1 —3y; 2(1-3y)—y=3; 2—-6y—y=3; —Ty=1; y= - .7::1+? =
10 1 - 10 1 25 1
Tenemos pues el punto de 7 : PT(77 — 0), consideramos el vector PsP,. = (— — 5, —= 0) = (77, — 0)

como so6lo nos interesa la direccion tomamos el vector proporcional (25, 1,0)

El plano que contiene a las dos rectas paralelas es:

r—5 y =z
2 1 -1 |=2—-25y—232—-5=0
25 1 0

b) método 2:

Del haz de planos definido por r tomamos el plano que pasa por Ps(5,0,0)
20 —y+32—3+k(z+3y+52—-1)=0;10-3+k(5—-1)=0;k = 7;
2x—y+3z—3—£(x+3y+5z—1) =0; 8r—4y+122—12—-Tx—21y—3524+7=0; x—25y—232—5=0
es el plano buscado.
= CUESTION A.5:

En una clase hay 40 estudiantes, de los cuales 25 son chicas y el resto son chicos. Ademas,
30 estudiantes han aprobado las matematicas, de los cuales 10 son chicos.

a) Elegido un estudiante al azar, se pide:
a.1) ;Cuél es la probabilidad de que no haya aprobado las matematicas?
a.2) ;Cual es la probabilidad de que sea chica y haya aprobado las mateméaticas?

b) Si se elige un estudiante que ha aprobado las matemaéticas, jcuél es la probabilidad de
que sea una chica?

selen Sep 2018 Solucion:

Denotamos los sucesos A : “chica”; M : “aprobar mateméticas”

Ponemos los datos en una tabla:

ﬂ A | A€
M 10 | 30
M¢©
25 40
m A A°
Completamos la tabla M |20 10 | 30
Me]5 1510
25 | 15 | 40

a)
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., 10
a: p(M°) = 0= 0’25

20
p(ANM)===0
ag: p(AN M) 10 0’5
ANM 0’5 2
b p(a/ar) = PADM) 05 2 e

p(M) 075 3
= CUESTION B.1:

Considere el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo en funciéon del parametro a:

ar +y+az=0
r+y+az=0
2+ (a—1y+az=0

a) Determine los valores del parametro a para los que el sistema tiene tinicamente la solucién
trivial (0,0,0).

b) Si es posible, resuélvalo para el valor del parametro a = 2.

selen Sep 2018 Solucion:

Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:

a 1 a
1 1 a |=—a*+3d>—-2a=0; a=1,a=2,a=0.
2 a—1 a

Por tanto el sistema tiene tinicamente la solucién trivial para los valores de a distintos de 0,1, 2

20 +y+22=0
b) Para a = 2 queda el sistema: r4+y+22=0 que es equivalente al sistema:

20 +y+22=0

204+y+22=0
r+y+22=0

z=0
2 +y=—2
{ Tty “ restando z = 0 y entonces y = —2z. La solucién es: y=-2t ; teR
r+y=-—-2z )
z=1
» CUESTION B.2:
Considere la funcion f(z) = V18 — 22 con —4 < x < 4.
a) Calcule la derivada de f(z) y determine sus puntos criticos.
b) Justifique si la funciéon f(x) tiene algiin maximo o minimo.
selen Sep 2018 Solucion:
a) y b) Derivamos y anulamos la derivada:
—2x x? 18 — 222
() = V18 — a2 + 0 ———e = /18 — 22 — = =0; 18—-22°=0, =43
f@) 2V/18 — a2 V18 —22 V18 —z2 ’
-3 3
/ _— J—
Estudiamos el crecimiento: —2 *
y ¢ / N

MINIMO MAXIMO
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= CUESTION B.3:
a) Calcule la siguiente integral indefinida / rinzdr.

b) Determine la primitiva de la funcién f(x) = zlnx que pasa por el punto de coordenadas
(1,0).
selen Sep 2018 Solucion:

. , = Ina: du = L dr 2 22 1 -2 -2 2
a)/l’lnl’dm: v A I,QT zln.rl—f/m—-—dm:lnmr—f/idmzlnxr—fl—+c
. dv=xdzx, v=7% 2 ) 2 =x 2 2 2 4
.. 1 1
b) Sea F(z) la primitiva: tenemos F'(1) =0 lnl——z—i—C’:O C= 1
22 2?1
La primitiva que pasa por (1,0) es F'(x) zlna:? _I—’_Z

= CUESTION B.4:
Considere los puntos P = (1,1,3) y @ = (1,5,0) y la recta r dada por la ecuacion:
7’:{ 2r —y — 2z = -3
—r+y=4
a) Compruebe que el punto P no esta en la recta r y que el punto @ si lo esta.

b) Determine el punto R de la recta r tal que el tridngulo PQR sea un tridngulo recténgulo
en P (es decir, con dngulo recto en el vértice P).

c) Calcule el area de dicho tridangulo PQR.

selen Sep 2018 Solucion:

a) El punto P = (1,1, 3) no cumple la segunda ecuacion de r luego no estéa en r
El punto @ = (1,5,0) cumple las dos ecuaciones de r luego si esta en r

b) Pasamos la recta a paramétricas resolviendo el sistema indeterminado:

'—3+22 —1’ ’ 2 —3+2z

20 —y = — 2z 4 1 -1 4

7‘:{ 77;7:4»?/(1}:434» N por Cramer = = T =142z, Yy = 1 =542z
r=14+2t

r:< y=>5+2t t€ R Un punto genérico de r es R(1 + 2t,5 + 2¢,t).
z=1

Consideramos los vectores P@ =(1-1,5-1,0-3) = (0,4,-3); PR = (I1+2t—1,5+2t—1,t—-3) =
(2t,4 + 2t, —3 + t), hacemos que sean perpendiculares: el producto escalar ha de ser 0.

PQ-PR=0+4(4+2t)—3(=3+1)=25+5t=0; t=-5

z=1+2(~5)=-9
El punto R resultaser r: ¢ y=5+2(-5)=-5  R(-9,—5,—5)
z= -5

¢) método 1

1 — - —
El area del tridngulo viene dada por S = §|PQ A PRJ; PR=(-9-1,-5-1,-5-3) = (—-10,—6,-8)
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i ik
L L 1 V5000 5012
BANBC =| 0 4 =3 |=-500+30j+40k = 7+/502+30% +40% = ‘)2 :‘)2[:
10 —6 -8
25v/2, u?

¢) método 2

Como PQ, PR son los catetos del triangulo rectangulo, S = %|P@| -|PR|
|PQIV0? +42 432 =5

PR=(-9—-1,-5-1,-5-3) = (—10,-6,-8); |PR| = /102 + 62 + 82 = /200 = 10v/2
S = %5 -10V2 = 25V2, u?

CUESTION B.5:

Realizada una encuesta entre los habitantes de una ciudad, se ha llegado a la conclusiéon de
que el 40% de sus habitantes lee habitualmente el periddico local, el 30 % lee revistas del
corazén y el 20 % lee ambos tipos de publicaciones. Elegido un habitante al azar, se pide:

a) ;Cuél es la probabilidad de que lea al menos alguno de los dos tipos de publicaciones?
b) ;Cuél es la probabilidad de que no lea ninguno de los dos tipos de publicaciones?

¢) ;Cuél es la probabilidad de que lea solo revistas del corazon?

selen Sep 2018 Solucion:

Sea: A = leer periddico local ; B = leer revistas del corazon. Los

datos son:

p(A) =040; p(B)=030; p(ANB)=020 A

a) Leer alguno es la union:

p(AUB) =p(A) +p(B) —p(AN B) = 040 + 030 — 0'20 = 0'50;
por tanto el 50 % lee al menos alguno

b) No lea ninguno es lo contrario del anterior por tanto:

p(A°N B°) =1-050=050

¢) Es quitarle a B la interseccion:

p(BNA°) =0'30—-020 = 0'10
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= CUESTION Al.

1 0 2
a) Considere la matriz A= 0 1 0
0 01
a) calcule las potencias sucesivas A%, A3 y A%,
b) {Cuél sera la expresion general de la potencia A™ para cualquier valor de n 7.

selen Jun 2018 Solucion:

1 0 2 1 0 2 0
a)A>’=( 01 0].l 010 1
00 1 00 1 0

1 0 4 1 2 6
A3<0 0).(0 0) 0)
0 1 0 0 1 1
1 0 6 1 0 2 1 0 8
A4(O o).(o 0)(010)
0 0 1 0 0 1 0 0 1

b) La expresion general de la potencia A™ para cualquier valor de n 7 sera:

1
0
0

— O

o

—
—

PR
o O =
o = O

o

[t
[t

1 0 2n
A" = 01 0
0 0 1

= CUESTION A.2

a) Descomponga el numero 10 en dos sumandos positivos de manera que la suma de uno de
ellos mas el doble del logaritmo (neperiano) del otro sea maxima.

b) Calcule dicha suma méxima.

selen Jun 2018 Solucion:

a) Los ntmeros son z y 10 — x

f(xz) =10 — z + 2Inx ha de ser maxima. Veremos el crecimiento con el signo de la derivada:
2 2

fllxy==-14+4==0;, —=1; x=2
x x
T 2
! + — Hay un maximo en z = 2.
f / N\

b) La suma maxima es f(2) =10 —2+2In2=8+2In2 = 9'386

= CUESTION A.3

a) Calcule la siguiente integral indefinida /

x
—dzx.
V2x2 +1
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b) Determine el area del recinto limitado por el eje OX las rectas verticales t = 0y = = 2,

., €
y la grafica de la funcion f(z) = ——.
222 4+ 1
selen Jun 2018 Solucion:
1
' T ' 1 1/ 1 1 (21’2—1—1)5 1
a) /‘7(].73: /.7:(2.732+1) 2 da::—/4.7:(2332+1) 2dr = —-——"—t— = /222 +1+C.
J V222 +1 , 4 4 z 2

b) Como la funcion es positiva en el intervalo, la integral definida da directamente el area:

2
T 1 2 1 1 .
S = ——dr == |V222+ 1] == —V1)==--2=1u?
0 \/2]}2+1 * 2 |: . + i|U 2(\/_ \/_) 2 "

CUESTION A .4
Considere el plano 7 dado por la ecuacién 3z — 2y + z = 3.

r+3y+32=0

a) Estudie la posicion relativa del plano 7 y de la recta r dada por r : { 49 ]
) &z =

b) En caso de que la recta r sea paralela al plano 7 , calcule la distancia entre ambos. En
caso de que la recta r corte al plano 7, calcule el punto de corte y el angulo de corte entre
ambos.

selen Jun 2018 Solucion:
Pasamos la recta a paramétricas resolviendo el sistema indeterminado:

7M{:17—&-33/—1—3220 {m+3y+3z=0 {m:—?)y—?)z {m:—3(1—22)—3z:—3+3z

y+2z=1 y=1-2z y=1-2z y=1-2z
r=-3+3t

r:< y=1-—2t ;t€ R. Luego para r: P(—3,1,0) es un punto, y ¥ = (3,—2,1) es un vector direccion.
z=1t

El vector ortogonal de 7 es W = (3,—2,1), el mismo, por tanto la recta y el plano se cortan y lo hacen
perpendicularmente.

b) El angulo es pues 90°. Para hallar el punto de corte sustituimos las paramétricas de r en la ecuacion de 7

r=-3+3
3(=3+3t)—2(1—2t)+¢t=3; 14t =14; t =1, sustituyendoenr:¢ y=1—2  Da como punto de
z=1

corte Q(0,—1,1)

CUESTION A.5

Una méaquina funciona en modo automatico el 70 % de los dias y el resto de los dias funciona
en modo manual. La probabilidad de que tenga un fallo cuando funciona en modo automatico
es 0'15. La probabilidad de que tenga un fallo cuando funciona en modo manual es 0°05.

a) Calcule la probabilidad de que no tenga ningun fallo.

b)Si un dia tiene un fallo, jcudl es la probabilidad de que haya funcionado en modo manual?

selen Jun 2018 Solucion:
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0,15
or A <
|

0,05
s M <
v

Automaético y Manual {A, M} , forman un sistema completo de sucesos.

®

mo< ™

a) Sea V no fallar, F' fallar; por el teorema de la probabilidad total:
p(V) =p(V/A) - p(A) +p(V/M) - p(M) =0'85-0"7+0'95- 03 = 088
b) Teorema de Bayes:

p(F/M) - p(M) 0'05-0'3

/] = - =0
POUEY = SCETA)  p(A) + p(F/A) 5]~ 01507 4 00508 10

= CUESTION B.1
T—y+z=4a
Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro a: { y+ 2z = —4
xr+ 22 =a?
a) Justifique que el sistema nunca es compatible determinado.
b) Determine para qué valor del parametro a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo
en ese caso.

selen Jun 2018 Solucion:

1 -1 1 4a
A= 0 1 1 -4
1 0 2 a2
1 =111
IM|=|0 1 |1 |=0Elrangode M es 2.
1 0 2
Para hallar el rango de A orlamos el menor que da el rango anterior:
1 =1 4a
0 1 —4|=a’>—4a+4=(a—2)? cuyaraizes a =2 doble
1 0 a?
Por tanto:

e Paraa #2 rango(M) =2 < 3 =rango(A) = sistema incompatible, es decir sin solucion.

e Paraa =2 rango(M) =2 = rango(A) < 3 = namero de incognitas, sistema compatible indetermi-
nado con infinitas soluciones dependientes de un parametro.

a) Esta justificado que nunca es compatible determinado.

b) Falta resolver para a = 2

r=4—-2t
=—4
El sistema es equivalente al formado por las dos tltimas ecuaciones: { y j: ; R resolviendo: ¢ y=—4—¢
T+ 2z=
z=t

r=4-2t
Solucion: y=—-4—t ; teR
z=1
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= CUESTION B.2

axr

) <0
Considere la funciéon dada por f(z) = € SZ_ & Determine los valores de los
a+bsenx si x>0

parametros a y b para los cuales la funcion f(z) es continua y derivable en x = 0.
selen Jun 2018 Solucion:
Hagamos primero que sea continua:

lim f(x) = lim (a+bsenz) =a
z—0*

z—0Tt
lim f(z)= lim e =1
x—0— f( ) z—0t

Como f(0) = e para que sea continua ha de ser a = 1

Hagamos ahora que sea derivable:

f(x)z{ex ey f’(x):{‘ﬂ sioa<0

1+bsenx st x>0 bcosz st x>0

Hacemos los limites laterales de la derivada:

If () = lim (bcosz) =b
Ay S) = i, (beos)

Para que coincidan: b = 1, entonces la funcién es derivable en z = 0

= CUESTION B.3

a) Calcule la siguiente integral indefinida

/xex dzx.

b) Determine la primitiva de la funcién f(x) = ze® que pasa por el punto de coordenadas
(0,1).

selen Jun 2018 Solucion:

. C =z, du=dz .
a) Es integral por partcs/me'Ldm { u== o v . } v

= z¢’ f/ezdm:.remfeerC

dv = e dx, v=2¢e"

b) Hacemos que la primitiva F(z) = ze® — ¢” + C pase por (0,1: F(0) = —e" +C =1; C=2.

La primitiva buscada es F'(z) = ze® — e 4 2

= CUESTION B.4
‘ g 2 +y—z2=-1
Considere el punto P = (0, 1,2) y la recta r dada por la ecuacion: r : r—y+z=3

a) Calcule la ecuacion (en cualquiera de sus formas) del plano 7 que es perpendicular a la
recta r y pasa por el punto P.

b) Calcule la distancia del punto P al plano x +y + z = 5.

selen Jun 2018 Solucion:

a) La recta viene dada como interseccion de planos, vamos a buscar un vector direccion:
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i
ABNAC =| 2 -1 | = —3;’— SI;; un vector direccion de r es pues: ¥ = (0,1, 1) y sirve como vector
1 -1 1
ortogonal del plano perpendicular:
m:y+ z+ D =0 hacemos que pase por P =(0,1,2): 1+2+ D =0queda7m:y+2z—-3=0
A B C D 0+1+2-5
a) La distancia de un punto al plano es: d(P, ') = Tot St t Oz + ‘ = ‘ tlt
‘/A2+BQ+CQ ‘/12+12+12

= CUESTION B.5

En un pena del Atlético de Madrid, el 70 % de sus miembros prefiere que Antoine Griezmann
continte jugando en el equipo durante la proxima temporada, el 50 % prefiere que Fernando
Torres contintie jugando en el equipo la proxima temporada y el 30 % prefiere que ambos
jugadores sigan jugando en el equipo en la proxima temporada. Elegido al azar un miembro

-3

de la pena, se pide:

a) ;Cuél es la probabilidad de que prefiera que al menos alguno de los dos jugadores siga
jugando en el equipo la proxima temporada?

b) ;Cuél es la probabilidad de que prefiera que ninguno de los dos jugadores siga jugando en
el equipo la proxima temporada?

¢) (Cuél es la probabilidad de que prefiera que solo Fernando Torres siga jugando en el equipo
la proxima temporada?

selen Jun 2018 Solucion:

Sea: A = que Antoine Griezmann contintie jugando ; B = que

Fernando Torres contintie jugando. Los datos son:
p(A) =07, p(B)=0'5; p(ANB)=03 A

a) Al menos uno continte jugando es la union:

p(AUB) =p(A) +p(B) —p(ANB)=07+05-03=09

b) Que ninguno continte jugando es el complementario del ante-
rior

p(ANB)=1-p(AUB)=1-09=0"1

¢) Solo Fernando Torres continte jugando
p(BNA)=pB)—p(ANB)=05-03=02
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= CUESTION A.1: Considere las matrices A = ( i g ) y B = ( :; (1) )

a)Compruebe que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus correspon-
dientes matrices inversas.

b) Determine la matriz X que cumple la ecuacion A X B = A+ B.
selen Sep 2017 Solucion:

a) Para que una matriz tenga inversa el determinante ha de ser distinto de 0.
Al=6-4=2; |B|=0+2=2

La inversa es la adjunta de la traspuesta dividida por el determinante:

Hallamos A" 4] = 2 At(j i) ad.ﬂAt)(f ;‘) A1< 3/2 2)

_ —2 -2 , 0 -1 - 0 —1/2
B 1. Bl = 2: Bt — . i(Bt) = . B 1 _

b) Resolvemos la ecuacion AXB=A+B; A 'AXBB '=A"'A+B)B™!

5 L1 1( 3 <4\ (05 (0 -1\ 1/ 43\ (0 -1\ _
AT(A+B)B 2 2(—1 2)(—1 3) (2—2)4(—2 1)(2—2)
16 —10\ (32 —5/2
4\ 2 0/) \ 1/2 0
» CUESTION A.2: Considere la recta r que pasa por los puntos A = (1,1,1) y B = (3,3,4) y
la recta s cuyo vector director es ¥ = (—1,3,1) y pasa por el punto C' = (4,0, 3).

X

a) Determine las ecuaciones continuas de r y s.

b) Estudie la posicion relativa de r y s.

selen Sep 2017 Solucion:

113
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a) Recta r, vector direccion AB = (2,2,3), r: ‘ = =

—4 -3
Rectas:x—:g:'z

b) Consideramos el vector AC = (3,—1,2), 0= (2,2,3) der, W= (—1,3,1) de s
Como 7 y @ no son proporcionales las rectas no son paralelas, por tanto se cortan o se cruzan,

Hacemos el determinante

3 -1 2
[Azl', v, =1 2 2 3 | =0, por tanto las rectas se cortan en un punto.
-1 3 1

CUESTION A.3: Calcule los siguientes limites:

selen Sep 2017 Solucidn:

x—1 , r—1—2-3 , —4x
r—1 Iim =« - — 371 /hm €T - — i3 lim 3
a) lim ( ) ={1*} = eF oo T+ — gt T+ _ ot \r+ _

z—+oo \ T + 3
=
1 1 r—1—Inx 1-41 21
b) lim (—— — L) = i £ Lome o 0/0 = lim 2 = lfm — & — =
=1 \Inx x-—1 z>1lnz - (x—1) L’Hopital a=1 2(z—1)+Inz-1 e=1 2L 4 Ing
21 . -1 0/0 ) 1 1

Iim ———=1lim —— = =lim —— = —

T—1 %ﬂ“nf z=lx—1+xlnzx L’Hopital z—11+1Inx + % 2

2
CUESTION A.4: a) Calcule la siguiente integral indefinida / CORTEM T g
1+ sen?x

cos x sen’ x

b) Obtenga una primitiva F'(z) de la funcion que cumpla la condicion F' (g) =1

1+ sen?z
selen Sep 2017 Solucion:
) La integral es impar en coseno, el cambio es por tanto senx = ¢

coszsen? senx =1 Cot? ' 1
/ Toson?a T{ cos ade — dt } = / mdt = / (1 - m) dt = t—artant = senz—ar tan(sen z)+

C

F(z) =senx — artan(senz) + C,

!

(g)—seng—artan(sen2)+6’—1—artan1+C—I—Z—i—C’—l C’z%

La primitiva buscada es F'(z) = senz — ar tan(senz) +

S

CUESTION A.5: En un colegio se imparten, como primer idioma, inglés, aleméan y francés.
El 65 % de los alumnos estudian inglés, el 20 % aleman y el resto francés. La asignatura de
robotica es optativa y la elige el 30 % de los alumnos de inglés, el 50 % de los que estudian
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aleman y el 70 % de los que cursan francés. Se elige un alumno al azar. ; Cuél es la probabilidad
de que estudie roboética?

selen Sep 2017 Solucion:

0,3
0,65 1 <

Llamamos V' al suceso ” no estudiar robotica’”. 05

Llamamos I al suceso ” estudiar inglés”. X 020 A <

Llamamos A al suceso ” estudiar aleman”.

Llamamos F' al suceso ” estudiar francés”. 0,7
0,15 I <

{I, A, F,} , forman un sistema completo de sucesos.

Llamamos R al suceso ” estudiar roboética’.

< ¥ < ™A

Teorema de la probabilidad total:
p(R) = p(R/I) - p(I) + p(R/A) - p(A) + p(R/F) - p(F) = 0,65-0,3+0,20-0,5+0,15-0,7 = 0,4

= CUESTION B.1:
Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a:

ar +2y+z=1
T +2ay+z2=2
T +2y+az= -3

a) Determine para qué valores del parametro a el sistema tiene soluciéon unica. No hay que
resolverlo.

b) Determine para qué valor del parametro a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo
en ese €aso.

c¢) Determine para qué valor del parametro a el sistema no tiene solucion.
selen Sep 2017 Solucion:

Primero estudiamos el sistema, para ello hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:

a 2 1
IM|=|1 2 1 |=2a*—-6a+4 queseanula para: a = —2,a =1
2 a

e Paraa # -2y a # 1 rango(M) = 3 = rango(A) = namero de incognitas, sistema compatible

determinado.
e Para a = —2 la matriz ampliada es
-2 2 1 1 2 1 1
A= 1 -4 1 2 , el menor: | —4 1 2 |=0
1 2 -2 -3 2 -2 =3

por tanto el rango de M y de A es 2 luego:

Para a = —2, rango(M) = 2 = rango(A) < 3 = ntmero de incognitas, sistema compatible indeter-
minado con infinitas soluciones dependientes de un parametro.
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e Para a = 1 la matriz ampliada es

1 211 1 1

A= 1 2|1 2 , el menor: 5 ‘#0
1 2 1 =3

por tanto

Paraa =1, rango(M) =1 < 2= rango(A) sistema incompatible.

a) Luego para a # =2y a # 1 rango(M) = 3 = rango(A) = namero de incognitas, sistema compatible
determinado: tiene solucién tnica.

b) Como hemos visto para a = —2 tiene infinitas soluciones dependientes de un parametro, el sistema queda:

—2r+2y+z=1 —2r+2y=1—=2
r—4dy+z2=2 r—4dy+=2—-=z2

resolviendo por Cramer

11—z 2 -2 1-z2
12—z 4| —A444z-4+22 846z 4+ B L 2—2| —A4+4+22-1+42
— z z
~6 3'3

4 5 1
Portantolasoluciénesa::—g—l-t, y:—6+§t, z=1t teR

¢) Por lo ya estudiado el sistema no tiene solucion para a = 1

CUESTION B.2:
Considere los puntos A = (1,1,1), B = (1,-1,0) y C = (0, —2,1).
a) Calcule el area del triangulo ABC'

b) Calcule la ecuacion de la recta (en cualquiera de sus formas) contenida en el plano que
forman A, B y C que, pasando por A, es perpendicular al lado BC.
selen Sep 2017 Solucidn:

—

a) El area del triangulo es la mitad del modulo del producto vectorial de los vectores AB = (0,-2,-1), AC =
(_17 _37 0)

- - -

i j k
ABANAC=| 0 -2 —1|=-3i+j—2k Elmoduloes /32+12+422=+14
-1 =3 0

V14
El 4rea es —— u?

b) Una opcion rapida que da la recta buscada como interseccion de planos es cortar el plano que contiene a
los tres puntos, del que ya conocemos un vector ortogonal AB A A_C’, con el plano 7 perpendicular a la recta
BC por A

Plano determinado por A, By C: =3z +y — 2z + D, sustituyendo A queda: —3+1—-24+D =0; D=4
plano: =3z +y—224+4=0

Plano 7 perpendicular a la recta BC por A: —x —y+ 2+ D = 0, sustituyendo A: —1—14+14+D=0; D =
1, 7m:—2x—y+2+1=0

3
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—3r+y—2z4+4=0

La recta buscada que pasa por A y es perpendicular a BC' viene dada por
—rx—y+z2z+1=0

Otra opcion

r=1-t
La recta que contiene al lado BC' tiene de vector direccion: B_’C’(—l7 —-1,1), yessr:q y=-1—t¢
z=0+1

Buscamos la recta perpendicular trazada por el punto A = (1,1, 1)

Hallamos el plano w perpendicular a la recta por A, —x —y+ z+ D = 0, sustituyendo A: —1—14+14+D =
0; D=1, m:—x—y+2z+1=0

1
Hacemos la interseccion de wy r: —(1 —¢) — (=1 —¢)+t+1=0; 3t+1=0; t= —3 sustituyendo en 7:

3.3 4 2 1
y=—-1+ % = —% tenemos el punto de interseccion J\J(g, —3 _§)
_ 1
=73
- 4 2 1 1 5 4
Entonces el vector AM = (§ -1, 3~ 1, 3~ 1) = 373 73) como solo nos interesa la direccion

tomamos como vector direccion de la recta buscada el proporcional (—1,5,4)

r=1-1
La recta buscadaes s: ¢ y =1+ 5¢
z=1+4t

= CUESTION B.3: Dada la funcién f(z) = ze™* se pide:
a) Calcular lim f(z)
T—00

b) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los extremos relativos
de la funcion.

selen Sep 2017 Solucion:

f a2 . & oofoo o
a) Calcular mlgr;o ze = mlgrolo e = L'Hopital mlgrolo 57er 0
2 2 2 1
b) fl(x) =e ™ +a-(—2r)e™ =e* (1—22%) que se anula para x = iﬁ
1 1
" L -
2 V2
y - + -
Y N\ / N\
MINIMO MAXIMO
1 1 1 1 1 1
C ) =———¢"2, — )= —¢ 2
omo f(——=) = ¢ flo5)= ¢
MINIMO: (—i —ie-%) MAXIMO: (i ie—%)
- . . . . In(1 + z?)
= CUESTION B.4: Calcule la siguiente integral indefinida | ————=dx
x

selen Sep 2017 Solucion:
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1n(1—|—x2) uzln(1+x2) du = 2—x2dx
Por partes: /72(195 — /ln(l +x2)x*2 de — 1+ . _
r dv =z"2dz v:fx_gd:v:—:v_lz—;
2 2
—lln(1+z2)+/12—zdx:—M—i—/ida:: _In(+27) +2artanz + C
x x 1+ a2 x 1+ a2 x
S . 3 7
= CUESTION B.5: Sean A y B dos sucesos aleatorios tales que: P(A) = = P(B) = 07
- = 1
P(ANB)=—
Calcule:P(AU B), P(AN B), P(B/A).
selen Sep 2017 Solucion:
AN B es el complementario de AU B, por tanto:
o 1 9
p(AuB)_1—P(AmB)_1—1—0_E . .
Como p(AU B) = p(A) + p(B) — p(A N B), sustituyendo:
g—§+1— (AnB)1 (AmB)—§+l—3—i
10 5 10 7 Heser “5710 10 10
- P(BNA)
P(B/A) = ———
(B/A) o) L
Como P(BNA)=p(A)—p(ANB) = S0 10
Sustituyendo:
2

~ & 2 1
P(BjA) =10 =2 =
% 6 3
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s CUESTION Al.

. . -2 0 13 0 2
Con&derelasmatmcesA-( ] 2),B—<2 2)y0_(_1 2)

a) Compruebe que ambas matrices A y b son regulares (o invertibles) y calcule sus corres-
pondientes matrices inversas.

b) Determine la matriz X que cumple la ecuacion A X B = C.

selen Jun 2017 Solucion:

a) Para que una matriz tenga inversa el determinante ha de ser distinto de 0.

|Al=—4; |B|=2-6=-4

La inversa es la adjunta de la traspuesta dividida por el determinante:

Hallamos A% |A| = —4; A' = . adj(AY) = ; ATl =
allamos A™ " |A] / ( 0 2)’ adj(A) (—1 —2)’ ( 1/4 1/2)

B~':|B|=—-4; B'= ( ;’ ; ) adj(B') = ( j _i) ) b= ( _53 %i )

b) Resolvemos la ecuacion AXB =C; A 'AXBB'=A"'CB™!

I 2 0 0 2 2 =3\ 1[0 4 2 -3\
Xo=Amoh 1_6<1 2)'(1 2)'(2 1)1_6(26)'(2 1)
1/ -8 4\ [ -1/2 —-1/4

E( 16 12)( 1 3/4)
» CUESTION A2.

Considere el plano 7 que pasa por el punto P = (1,2,3) y tiene como vectores directores a
u=(1,-1,0), ¢ = (1,0,2). Considere la recta r que pasa por los puntos A = (1,0,4) y
B =(3,2,2).

a) Determine la ecuacion de .
b) Determine la ecuacion de 7.

c¢) Estudie la posicion relativa de 7y r.
selen Jun 2017 Solucioén:

El plano que pasa por el punto P(1,2,3), y tiene vectores direccion @ = (1,—1,0), o= (1,0,2) es:

r—1 y—2 z-3
1 -1 0 = —2x —2y+ 2+ 3 =0. El plano buscadoes 7: 2z +4+2y—2z—-3=0
1 0 2

b) La recta que pasa por los puntos A = (1,0,4), B = (3,2,2) tiene como vector direccion AB = (3—-1,2—
0,2 —4) = (2,2,—2), podemos tomar mas comodo v;. = (1,1, —1). Luego la ecuacion continua de la recta es
z—4

—1

rir—1=y=

¢) Hacemos el producto escalar del vector L de m @ = (2,2, —1) con el vector direccion de r v, - = 24+2+1 =
5 # 0 por tanto la recta y el plano son secantes.
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= CUESTION A3.

Calcule los siguientes limites:

) i 1 4

a) lim - =
eod\Jr—2 x—4

b) lim senT — x cos ) _

x—0 Xr — Senx
selen Jun 2017 Solucion:

2)

1 4 — 44 4—4\/z
lim = {00 — o0 operando } = lim Vots = lim —~ + Ve _ 0 L’Hopital » =
si\\JT—2 x—4 w4 (\/572)(.7374) w4 (/x —2)(x —4) 0
1— 2 Vz—2 9 1

, vz , VE v —4 0 L Hopi m —%

| —1 — lim = L'Hopital b = 1 -
eI ENVEP I S TR EER NG {o I A

1

4

O bien multiplicando por el conjugado en la primera fraccién

1 4 -+ 2 4 +2—4 - —2
h’m( — ):h’m (ﬁ—’_ ——):h’mﬁ—’_i:limﬁ :{%L’H@pital}:

r—4 \/5—2 z—4 T—4 x—4 x—4 r—4 x—4 z—4 v —4
1

, 2z 1

lfm 2= — 2
z—4 1 4

. SenT — I cosz) 0 ra . , COST — COST + Tsenw . Tsenx 0 ra .
b) im —— = =< — L’Hopital p = lim = lim —— = < — L’Hopital ; =
z—0 T+ senx 0 z—0 1—cosx z—01 — cosx 0

. senx + rcosx 0 . , COST 4+ COSx — Tsenx ., 2cosr —xsenx 2

lim ——— = { — L’Hopital lim =lim—— = — =2
2—0 senx z—0 cosT z—0 COS & 1

= CUESTION A4.

a) Calcule la siguiente integral indefinida / T sen % dx

b) Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales z =0y x = 1,

y la gréafica de la funcion f(x) = z sen ?

selen Jun 2017 Solucion:

2) ' en ™% 4 u=ux; du=dx 2.7:C 7Tx+

¢ rsen — dr = , . = - cos —
2 dv = sen 5 dx; )ffscn drfﬁjgscn”dx:ficosﬂ T 2

2 ' T 2x T 4
cos—dx*f—cos—+—scn +C
T, 2 T 2 2 2

b) Como al variar = entre 0 y 1 el angulo varfa entre 0 y 7/2 la funciéon es no negativa en el intervalo de
integracion, por tanto el drea viene dada directamente por la integral:
g /1 LR 2z 7m’+4 rz]’ 2 7T+4 T 0o 4 o
= rsen — dr = |——cos — + —sen—| =——cos—+ —sen— —0=—u
0 2 T 2 7 2 |, T 2 2 2 2

= CUESTION A5.

Segiin un estudio reciente, el 68 % de los encuestados poseen un smartphone, el 38 % tienen
una tablet y el 16 % disponen de ambos dispositivos.
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a) Calcule la probabilidad de que una persona elegida al azar no disponga de ninguno de los
dos dispositivos.

b) Resulta que la persona elegida posee un smartphone, jque probabilidad hay de que tenga
una tablet?
selen Jun 2017 Solucién:

Sea: A = tener smartphone ; B = tener tablet. Los datos son:
p(A) =068; p(B)=1038; p(ANB)=016

A B
a) No tener ninguno es lo contrario de tener alguno, de la union:
p(AUB) =p(A) +p(B) —p(ANB) = 068 + 038 — 016 = 0'90;
por tanto el 10 % no tiene ninguna de las dos cosas
b) Es probabilidad condicionada, como p(ANB) = p(B/A)-p(A).
Despejando:
p(ANB) 016

B/A)=——= = = 0235,

p(B/a) = P = T = 0235
= CUESTION B1.
20 +y+22=0

Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del parametro a: 20+ 3y +22=0

r—y+az=a-1
a) Determine para qué valores del parametro a el sistema tiene soluciéon unica. No hay que
resolverlo.

b) Determine para qué valor del parametro a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo
en ese caso.

c¢) Determine para qué valor del parametro a el sistema no tiene solucion.

selen Jun 2017 Solucion:
2 1 2 0
A= 2 3 2 0
1 -1 a® a-1

2 1 2
|M|={2 3 2 |= 4a® — 4;que se anula para: a = +1
1 -1 a?

e Paraa# +£1 rango(M) = 3 =rango(A) = namero de incognitas, sistema compatible determinado.

e Para a = 1 la matriz ampliada es

2 1 20
A= 2 3 2 0 | resulta un sistema homogéneo, es evidente que el rango de M y de A es 2 por
1 -1 1 0

tanto
Para a =1, rango(M) =2 = rango(A) < 3 = ntumero de incognitas, sistema compatible indetermi-
nado con infinitas soluciones dependientes de un parametro.
e Para a = —1 la matriz ampliada es
2 1 2 0 1 2 0
A= 2 3 2 0 J,elmenor:| 3 2 0 |#0
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por tanto

Para a = —1, rango(M) =2 < 3 = rango(A) sistema incompatible.
Por tanto:
a) El sistema tiene solucion tnica cuando a # +1

b) El sistema tiene tiene infinitas soluciones cuando a = 1. Resolvemos, el sistema es equivalente a:

{ 20 +y+22=0 { 20 +y = —2z

20 +3y+22=0 20 + 3y = -2z
' -2z 1 ' ‘ 2 -2z
2 1 —2z 3 —4z 2 =2z 0

resolviendo por Cramer, | ,, , ’ , x 1 1 Z, Y 1 1

T =—z
la solucién es ¢ y =0

z€R
¢) El sistema no tiene solucion cuando a = —1

= CUESTION B2.
Los vértices de un triangulo ABC son A = (—a,1,1), B=(2,-1,2), C=(1,—2a,3).
a) ;Cuénto ha de valer a para que el tridngulo sea rectangulo en B?

b) Calcule el area del triangulo ABC para el caso a = —1.

selen Jun 2017 Solucion:

A(_a‘7 17 1)7 B(27 _17 2)3 0(17 —2(1, 3)

a) Los vectores BA = (—a —2,2,-1) ; BC = (=1,—2a + 1,1), son
perpendiculares si su producto escalar es nulo:
BA-BC=a+2—-4a+2—-1=-3a+3=0; a=1

1
b) El area del triangulo viene dada por S = 5 |BA A BC|

Para a = —1 quedan: A(1,1,1); B(2,-1,2);C(1,2,3) BA=(-1,2,—1); BC = (-1,3,1)

7k
BANBCO=| -1 2 —1|=5i+2j—Fk  S=3/B2F2Z+12 =230 2
-1 3 1

= CUESTION B3.

La producciéon mensual de una fabrica de bombillas viene dada por P = 2LK? (en millones),
donde L es el coste de la mano de obra y K es el coste del equipamiento (en millones de
euros). La fabrica pretende producir 8 millones de unidades al mes. ;Qué valores de L y K
minimizarian el coste total L + K7
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selen Jun 2017 Solucion:

P=2LK? con P=28

f =L+ K ha de ser minimo

Despejando L en 2L K? = 8,
4

= — + 2 minimo;
f(x) —5 @ minimo;

estudiamos el crecimiento: f'(z) = — + 1= =0, z=2
x x

4
L= 72 por comodidad sustituimos K por z, sustituyendo en f queda:

T
-8 3 —8 y -

+
y N e
MINIMO

Por tanto el minimo coste se tiene para K = 2 millones de € y L = 1 millones de €

= CUESTION BA4.

X

Calcule la siguiente integral indefinida / ——dx

selen Jun 2017 Solucion:

224+x—6

Primero vamos a ver si se puede descomponer en factores el denominador; raices del denominador z = 2, x =

—3 ; reales simples; la descomposicion es:

A B A(x+3)+ B(z —2)

$2+$—6:(x—2)(x+3) x—2+x+3: (x —2)(x+3)
Ay B los obtenemos identificando numeradores z = A(z + 3) + B(z — 2)

paraz=2: 2= A(2+3);

5
paraxz=-3: —-3=DB(-3-2); B=

. . 2
. 2
——dr = 5

,/3324—3:—6 . /(az—2+

= CUESTION B5.

Dos aulas de 2° de Bachillerato hacen conjuntamente un examen de Mateméticas. En el

primer grupo hay 25 alumnos de los cuales aprueba el 70 %, mientras que en el segundo

grupo, de 30 alumnos, lo hace el 65%. De entre todos lo exdmenes se elige uno al azar y

resulta que esta aprobado. ;Cuél es la probabilidad de que sea de un alumno del primer

grupo?

selen Jun 2017 Solucion:

0,7 A
25/55 Gq <
S
0,65
30/55 G <
S

b2y

{A, B} , forman un sistema completo de sucesos.

Teorema de Bayes:

p(A/G1) - p(Gh) 0,7-2

p(G1/A) = p

(A/Gy)-p(Gh) + p(A/Gs) - p(Gz) — 0,7- 2 40,65 2

=0,473
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s CUESTION Al.

sena  cosa 0
Considere la siguiente matriz A = | cosa —sena 0
0 0 1

a) Calcule el determinante de A.

b) Calcule las potencias sucesivas A%, A%, A* y A5, Calcule A%,

selen Sep 2016 Solucion:

sena  cosa 0
a) |[Al=| cosa —sena 0 |=—sen’a —cos’a = —1
1

sena cosa 0 sena  cosa O sen? av + cos? « 0 0
( cosa —sena 0 )( cosa —sena 0 ) = ( 0 sen?a +cos’a 0 ) =
1 0 0 1 0 0 1
0

0 ) I3

1

A= A2 A=L- A=A, A=A . A=A-A=1I; A=A A=IL-A=A

o = O

R
o O =

. 1008
De esta forma A2016 — 421008 _ (AZ) = I%OUS =13

s CUESTION A2.

Los puntos P = (1,1,1),Q = (2,2,2) y R = (1,3,3) son tres vértices consecutivos del
siguiente paralelogramo:

125
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a) Calcule el area del paralelogramo.

b) Determine el cuarto vértice del paralelogramo.
selen Sep 2016 Solucion:

a) y b)

Hallaremos primero el vértice S(x,y, z) pues el area pedida es area del paralelogramo determinado por Pz)
y PS y viene dada por el moédulo del producto vectorial S = |[PQ A PS)|

Son iguales los vectores PQ = (2—1,2—1,2—1) = (1,1,1) y SR = (1—,3—y, 3— 2) igualando coordenadas
resulta: . = 0,y = 2,2 = 2, luego S(0,2,2)

= 2]+ 2k

— =y
— = 3y

i
Resulta el vector PS = (0 —1,2—1,2—1) = (—1,1,1) por tanto PQ A PS = 1
-1

es el vector: (0, —2,2) cuyo modulo es /22 + 22 = /8,

El area del paralelogramo es S = /8

CUESTION A3.
2z .
Dada la funcion f(z) = e™++? se pide:
a) Estudie las asintotas de la grafica de f(x).
b) Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los extremos relativos
de la funcion.
selen Sep 2016 Solucion:
a) Asintotas horizontales: y = n
2x
n= lim f(z) = lim e =¢” =1, por la derecha +oo y por la izquierda —oo
Tr—r00 Tr—r00
Asintota horizontal en y = 1 por ambos lados
Ya no se estudian las oblicuas.
Respecto a las asintotas verticales, valores de = que hagan "infinita” la y, vemos que no hay pues el denomi-

nador no se anula.

b) Crecimiento y extremos:

5,2
fa) = e 2

AT 22 Anulando queda 2 — 222 =0, z ==+1
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-1 1

v | - + -
y N 7 pN
MINIMO MAXIMO

= CUESTION A4.

633

a) Calcule la siguiente integral indefinida [ ———— dx
(1+e2)?
@ et 1
b) Determine el valor de a > 0 para que / s dr = —
o (1+e®) 4
selen Sep 2016 Solucion:
t=e"
e’ ' 1 —1 -1
: ———dex =< dt=edx ; = dt = = C
“‘)/(Hew)? ‘ o /(1+t)2 47 1re |
dﬁlﬁ = T
et -1 1 —1 +1 —1 11 -1 —1
b d = = — - = — = — 1 ,a:4: /a:
)/0 1+en)2 ™ [l—l—ex}o 7t "T5ed Tgen "2 4 Tqee 47 TO7%H ¢
3; a=1In3

= CUESTION BI.

x oy z
Sabiendo que | 1 0 1 | =2 calcule razonadamente los siguientes determinantes:
2 46
3 0 1
a) | 3z 2y =z
6 8 6

242 4+y 64z
b)[3z—1 3y 3z-1
1 0 1

selen Sep 2016 Solucion:

a) Como al multiplicar una linea por un ntimero el determinante queda multiplicado por ese nimero, y al inter-

3 0 1 1 0 1 1 0 1 T Yy Z
cambiar dos lineas cambia de signo | 3z 2y =z |=3| 2z 2y 2z |=3-2|2x y z |=—6]1 0 1]|=
6 8 6 2 8 6 2 4 6 2 4 6

—12

b) Como si cada elemento de una determinada fila es igual a la suma de varios sumandos, el determinante
es igual a la suma de los determinantes que se obtienen al sustituir dicha fila por los primeros sumandos, los
segundos, etc.

24+x 44y 6+=z2 242 44y 642 242 4+y 642
3r—1 3y 3z—-1|= 3x 3y 3z |+ -1 0 —1 | = Como el ultimo tiene dos
1 0 1 1 0 1 1 0 1
242 44y 642 2 4 6 r Yy =z
filas proporcionales vale 0 = | 3z 3y 3z |=|3x 3y 3z |+]| 3z 3y 3z | = Como el tltimo
1 0 1 1 0 1 1 0 1




128 Ano 2016
2 4 6

tiene dos filas proporcionales vale 0 = 3| vy 2z | que con dos intercambios de filas queda como el dado
1 0 1

por tanto el determinante es 3-2 =6

CUESTION B2.

Considere el plano 7 que pasa por el punto P = (2,0, 1) y tiene como vectores directores los

1
vectores U = (1,0,2) y @ = (0,1, —2). Considere la recta r dada por r : g = % = %

a) Estudie la posicion relativa de 7y r.

b) Calcule la ecuacion de la recta que pasa por el punto @ = (—1,0,—2), es paralela a 7 y
perpendicular a r.

selen Sep 2016 Solucion:

Método I
r—2 y z—-1
a) Buscamos la ecuacion general del plano 7 : 1 0 2 =-2x+2y+2+3=0
0 1 -2
Hacemos el producto escalar del vector ortogonal a m: v = (—=2,2,1) y el vector direccion de r: v, =
(2,3,1) que es vy - v, = =4+ 6+ 1 # 0 luego esos vectores no son ortogonales y por tanto 7 y r no son

paralelos y por tanto m y r se cortan en un punto.

b) El vector director de la recta buscada es L al ortogonal de 7 y L al director de r por tanto el producto
vectorial de ambos es direccion de la recta buscada:
r+1 y z+2

-1 4 —10

U AUy = (—=2,2,1) A (2,3,1) = (1,4, —10). Por tanto la recta buscada es

Meétodo I1

a) Veamos si el vector direccion de la recta @ = (2,3,1) es combinacion lineal de los vectores direccion del
plano:

2 3 1
1 0 2 |=3%#0 Por tanto la recta y el plano se cortan en un punto.
0 1 -2

b) La recta buscada es paralela a m por tanto su vector director es combinacion lineal de ¢ = (1,0,2) y
w = (0,1,—2), es decir a¥ + bf = a(1,0,2) + b(0,1,—2) = (a,b,2a — 2b), como ha de ser perpendicular al
direccion de la recta, su producto escalar seré cero: (a,b,2a — 2b) - (2,3,1) =2a+3b+2a—2b=4a+b=0
por tanto tomando a = 1,b = —4 obtenemos un vector que cumple todas la condiciones, es el vector
15 — 44 = (1, —4, 10)

x
La recta buscada que pasa por Q = (—1,0, —2) es por tanto I =i

CUESTION B3.

a+In(l—z) si <0

2 —x

Considere la funcién dada por f(x) = { e 5 1>0

a) Calcule lim f(z)y lim f(z)

T——00 T——+00
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b) Determine el valor de a para que la funcion sea continua en todo R.
selen Sep 2016 Solucion:
a) lim f(z)= lim (a+In(1—2))="a+In(+o00)”" =0

r—r—00 r—r—00

2

Iim f(z)= lim 2% " ="00 e =00 0’= lim = =" L’Hopital” = lim == =" L’Hopital " =
x—+00 T—+00 z—+oo e¥ x—+oo et
lim — =0

z—+oo ¥

b) Para que sea continua en x = 0 han de ser iguales los limites lim f(x) y h’m+ f(x)
z—0

z—0~
It r) = lim 2%e " =0
A ) =l e
lim f(z) = lim (a+In(l—2))=a+Inl=a
z—0~ z—0~

Por tanto es continua para a =0

» CUESTION B4.

3 1
a) Calcule la siguiente integral indefinida / % dx
x
2 +r+1

ue cumpla la condicién
211 q p

b) Obtenga una primitiva F'(z) de la funcion f(z) =
F(0)=2.
selen Sep 2016 Solucion:

2+ x+1 1 x2

22
b) F(z) = % + artanz 4+ C, haciendo F(0) = 2 resulta: 0 + 0 + C' = 2. la primitiva buscada es F(z) =
2
% +artanx + 2
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s CUESTION Al.

4 =2 4 =2
Considere las matrices ( 11 ) y ( 3 )

a) Compruebe que ambas matrices son regulares (o invertibles) y calcule sus correspondientes
matrices inversas.

b) Determine la matriz X que cumple la ecuacion AX B = A + B.
selen Jun 2016 Solucion:

a) Para que una matriz tenga inversa el determinante ha de ser distinto de 0.
|[Al]=44+2=6; |Bl=4—-6=-2

La inversa es la adjunta de la traspuesta dividida por el determinante:

L -1l o ¢ 4 1\ N 12\ 1 1/6 1/3
Hallamos A™"; |A| = §; A<2 1), (ldj(A)(l 4), A (1/6 2/3

i w4 (3 ) w2 )

b) Resolvemos la ecuacion AXB = A+ B; A 'AXBB'=AYA+B)B™!

o L1 112N 8 =4 (1 2)_ 1 40\ (1 2\ _
X=AT A+ BB =5 2(—1 4) (—2 2) (3 4)_ 12(—16 12) (3 4)_
i( 4 8)(—1/3 —2/3)

12\ 20 16 )/ \ —5/3 —4/3

= CUESTION A2.
Considere los puntos P = (2,7,3),Q = (1,2,5) y R = (—1,-2,5).
a) Calcule el area del triangulo PQR.

b) Determine la ecuacion general (o implicita) del plano que contiene al triangulo PQR.

c) Calcule la ecuacion (en cualquiera de sus formas) de la recta que pasa por P, esta contenida
en el plano que contiene al triangulo PQR y es perpendicular al lado QR.
selen Jun 2016 Solucion:

a) El area del triangulo es la mitad del area del paralelogramo que determinan los vectores RP = (3,9,-2), RQ =
(2,4,0), que viene dada por el modulo de su producto vectorial:

i 7k
RPARQ=1|3 9 —2|=8i—4j—6k
2 4 0

. 1 1 1
Area tridngulo = 3V 82 +42+62 = 5\/11 = 52\/2_: V29 u?

b) Ya tenemos un vector ortogonal al plano el (8, —4, —6) y como solo necesitamos la direcciéon lo acortamos

—

v = (4,—2,—3), por tanto el plano es m : 4o — 2y — 3z + D = 0, hacemos que pase por @ = (1,2,5) :
4—4—-154+D =0; D =15.El plano por PQRes 7w :4x — 2y — 32+ 15=0
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¢) La recta buscada r es perpendicular al vector v = (4, —2, —3) ortogonal de 7 y al vector RQ = (2,4,0),

i 7k
por tanto su vector direccion viene dado por YA RQ =| 4 —2 -3 | =12i—6j+ 20k Tomamos como
2 4 0

vector direccion de r el (6, —3,10)

r =246t
Las ecuaciones paramétricas son: 7 : y="7-—3t
z =3+ 10t

= CUESTION A3.

Calcule los siguientes limites:

(\/4+x4—x\/4 - :c) _

1—
b) lim sen (1 — senx) _

w—7)2 cos? x

a) lim

z—0

selen Jun 2016 Solucion:

2) lim Vi+z—+id—x {O ) 1 . d} (Wi+z—Vid—x)Vi+x+Vi—1)
= ¢ — operando con el conjugado lim =
@0 4 0P e a—0 dr(Vd+ 2+ V4 —1)
lm 4+z)—(4-2) i 2w 2 1
= lim = =
e=04zx(\Ad+ oz +V4d—x) =04zx(Vd+z+/4—2x) 16 8
b) lim senz (1 — senx) _Jo L'Hopital L = lim COST — 2Senwcoss lm 1—2senz 1
x> /2 cos? x r—7/2  —2COSTSen T z—m/2 —2senw 2

= CUESTION A4.

2z +1
a) Calcule la siguiente integral indefinida / v

@ +rt+ 127"

b) Determine el area del recinto limitado por el eje OX, las rectas verticales x =0y x = 2,

. 20 +1
y la gréfica de la funcion f(r) = ————
(22 + 2+ 1)2
selen Jun 2016 Solucion:
2z +1 ) : ) 9 o, (@ Fx+1)! -1
a)/mdl:{espoten01al}:/(21+1)(1 +x+1)"%dx = — :.7:2+.7:+1+C
b) Como la funcién es siempre positiva en el intervalo de integracion el area viene dada por la integral
definida:
2 + 1 -1 7 ~1 -1 -1 6
S = / vt d,: - = —— = 41l==
(22 +2+1 2?+r+1], 44+2+1 1 7 7

= CUESTION BI.
Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro a:

rT+3y+z2z=>5
ar +2z=0
ay —z=a
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a) Determine para que valores del pardmetro a el sistema tiene solucion unica. Calcule dicha
solucion para a = 1.

b) Determine para que valor del parametro a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo
en ese caso.

¢) Determine para que valor del pardmetro a el sistema no tiene solucion.
selen Jun 2016 Solucion:

Primero estudiamos el sistema, para ello hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:

1 3 1
IM|=|a 0 2 :a2+aquese anula para: a = 0,a = —1
0 a -1

e Paraa # 0y a # —1 rango(M) = 3 = rango(A) = namero de incognitas, sistema compatible
determinado.

e Para a = 0 la matriz ampliada es

1 3 1 5
A=1 0 0 2 0 | esevidente que el rango de M y de A es 2 por tanto
0 0 -1 0

Para a =0, rango(M) =2 = rango(A) < 3 = namero de incognitas, sistema compatible indetermi-
nado con infinitas soluciones dependientes de un parametro.

e Para a = —1 la matriz ampliada es
1 3 1 5 3 1 5
A= -1 0 2 0 ,elmenor: | 0 2 0 |#0
o -1 -1 -1 -1 -1 -1
por tanto

Para a = —1, rango(M) =2 < 3 = rango(A) sistema incompatible.

r+3y+z2=5
a) Para a = 1 el sistema es compatible determinado: r+22=0 M| =2
y—z=1

por Cramer:

5 3 1 15 1 1 3 5

00 2 10 100

11 -1 —4 01 -1 4 11 2

2 2 2 2 2 2

b) Como hemos visto para a = 0 tiene infinitas soluciones dependientes de un parametro, el sistema queda:

r+3y+z2z=5
+22=0 ;2=0; x=>5—3y.Por tanto la solucibn esx =5 —-3t,y=t,z=0;t € R
—2=0
¢) Por lo ya estudiado el sistema no tiene soluciéon para a = —1

= CUESTION B2.
Considere los puntos P = (1,0,0),Q = (0,2,0)yR = (0,0, 1).
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a) Estudie si el tridngulo PQR es o no rectangulo en el vértice P.

b) Dado el punto S = (1,2, 3), calcule el volumen del tetraedro de vertices P, @, Ry S.
selen Jun 2016 Solucion:

a) Consideramos los vectores PQ = (—1,2,0), PR = (—1,0,1)

Como el producto escalar PZQ .PR=1 # 0 concluimos que no son ortogonales, por tanto el tridAngulo no es

rectangulo en P.

b) Es el volumen del tetraedro que determinan los vectores P_Q7 P_R, PS = (0,2,3), que es el producto mixto
dividido por seis.

-1 2 0
8 4
V== -1 0 1 :6:§u3
0 2 3

= CUESTION BS3.

El numero de personas, medido en miles, afectadas por una enfermedad infecciosa viene dado
por la funcién

90x
flz) =

24 2x+9
el contagio.

, donde x es el tiempo transcurrido, medido en dias, desde que se inicio

a) (Cual es el numero de personas enfermas el cuarto dia?

b) ;Que dia se alcanza el méximo numero de personas enfermas? ;Cual es ese numero mé-
ximo?.

c) /Puede afirmarse que la enfermedad se iré erradicando con el paso del tiempo? Razone la
respuesta.

selen Jun 2016 Solucion:

9-4 120

a)Es f4) = ———— =" =109 ~ 11 mil
VBN = T T o
90z2 — 810 ’ -

b) Derivamos: f'(z) = % =0; 902°-810=0; z?=9;z=+3, Y +

(2422 +49) Yy Ve \

MAXIMO
45 ) .
f(3) = T exactamente 11250 personas es el nimmero maximo.
) T lim f(z) = I 0 0  infinito de denominad 4s potent
¢) Tenemos que lim f(zx) = lim —— = ues el infinito de denominador es mas potente, se
d T—+400 z—+oo 2 + 21+ 9 P o P '

podria hacer més explicito dividiendo numerador y denominador por .

Por tanto se puede afirmar que la enfermedad se erradicaréa con el paso del tiempo.

= CUESTION B4.
a) Calcule la siguiente integral indefinida / 22 e” dx

b) Obtenga una primitiva F(z) de la funcion f(z) = 2% e® que cumpla la condiciéon F(0) = 1.
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selen Jun 2016 Solucion:

_ 2 _ _ _
a) Es integral por partes | z2e®dr = u=wt du=2vdr | _ 22e®— [ 2zetdr =4 © T 2w du=2dr | _
dv=e"dr v=-e" dv =e"dxr v=-e"

22e” — {2:1361 — /2€Id$:| = 22e” — 2ze” 4+ 2" + C

b) F(0) =2 +C=2+C=1; C = -1, la primitiva buscada es F(z) = z%e” — 2z¢® + 2¢* — 1
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= CUESTION Al.

Considere las siguientes matrices:

a=( )= (1)

a) Calcule C = A'- A — B - B" | donde A" y B' denotan, respectivamente, las matrices
traspuestas de A y B.

2 =2
b) Halle una matriz X tal que X -C' = D, siendo D = -2 2
4 4

selen Sep 2015 Solucion:

() D0 - -0 ()

b)X-C=D; X=D-C!
Hallamos C~'; |C| = —2; C’<2 2); adj(C‘)( 1 _2>; Cl(_l/Q 1)

9 _9 3 4
X:D~Clz<2 2)(‘1/? _1):( 3 4)
i 4 2 0

s CUESTION A2.

Se llama mediana de un triangulo a cada una de las rectas que pasan por el vértice de un
triangulo y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice.

a) Calcule los puntos medios de los tres lados del triangulo de vértices A = (5,3,6), B =
(_17 _]-7 2) Yy C= (5a 77 4)

135
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b) Calcule las ecuaciones de las tres medianas de dicho triangulo.

c) Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto y calcule las coordenadas de dicho

punto.

A=(5,3,6),B=(-1,—-1,2) y C = (5,7,4) selen Sep 2015 Solucion:

a) Punto medio de AB = Map = (2,1,4)

Punto medio de AC' = Mac = (5,5,5)

Punto medio de BC = Mpc = (2,3,3)

b) Mediana de A: punto A = (5,3,6), vector direccion MpcA = (3,0,3); tomamos (1,0,1) my =
r=5+1t
y=3
z=06+1

Mediana de B: punto B = (—1,—1,2), vector direccion MacB = (6,6,3); tomamos (2,2,1) mp =
r=—-142s

y=—1+4+2s
z=2+s
r=5+4+v
Mediana de C: punto C' = (5,7, 4), vector direccion M 4pC = (3,6,0); tomamos (1,2,0) mc=¢ y=7+2v
z=4

¢) Hallemos el posible punto de corte igualando la altima coordenada ”z” y comprobemos que cumple todas
las igualdades:

24+s=4
{ 612:4 resulta t = —2;s =2

Resulta el punto donde se cortan (3,3,4) del que se deduce que v = —2 y pertenece a todas las medianas.
CUESTION A3.

Calcule los siguientes limites:

a?+45

, r—6)
a)zl—lgloo r+1 -

selen Sep 2015 Solucion:
2 +5 ) 22 +5 z—6 ) 22 +5 r—6—x—1
z—6 33——1—3 lim 5 )5 171 lim 5 7
( ) _ {100} :61%4»00 T+ xr + :61%4»00 T + T + _
i (m2+5) ( -7 ) ) —72% - 35
im . lfm —2
Ga:~>+oo r+3 z+1 = e+ X —|—2 +4l +3 — (377

, 1 1 , l1—= 1
CUESTION A4.
a) Calcule la integral indefinida / tan? (z) do
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b) De todas las primitivas de la funciéon f(x) = tan® (), encuentre la que pasa por el punto
de coordenadas (7/4,1).

selen Sep 2015 Solucion:

1

cos? x

a) Se utiliza la formula de trigonometria: 1 + tan®z =

. . 1
/tanQ.rd.r/< 5 1>d.rtan.r.7:+0
. cos? x

s ™ ™ s ™

La primitiva es F(X) = tanxz — x + %

= CUESTION BI.
Se dice que una matriz cuadrada A es idempotente si cumple que A% = A.
a) SiA es una matriz idempotente, calcule razonadamente A2,

b) Determine para qué valores de los parametros a y b la siguiente matriz es idempotente

a —a O
A= —a a 0
0 0 b

selen Sep 2015 Solucion:
a)AQZA; A?’:AQ-A:A-A:A; A2015 _ 4

a —a 0 a —a 0 202 —2a% 0
byA2=| —a a 0 || =a a 0 |=| —24> 2a®> 0
0 0 b 0 0 b 0 0 b?
Para que sea idempotente tiene que ser :
= b=
20 = a;2a® —a = 0; {(1 ? b2 =b;b%> —b=0; { 0
a = 3 b =1

= CUESTION B2.

Considere la recta r y el plano 7 dados por las ecuaciones siguientes
r—1 z—2
T 5 :%: 5 y wmir—2y+z=-3

a) Compruebe que la recta r es paralela al plano 7 y calcule la distancia entre ellos.

b) Determine la recta que pasa por el punto P = (1,0,2) y es perpendicular al plano .
Calcule la interseccion de dicha recta con el plano 7.

selen Sep 2015 Solucion:

1,0,2
Vamos a obtener un punto y un vector direcciéon de la recta: r : { C}( ' (3’ 4) 5)
/U = ) )
Ademas el vector w = (1,—2,1) es ortogonal a 7.

a) El producto escalar ¥- @ =3 — 8 + 5 = 0 indica que el vector ortogonal a 7 es ortogonal a r, luego r y 7
son paralelos o coincidentes.
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Para hallar la distancia de r y 7 basta hallar la distancia de un punto de r a .

14243 6
d(r,m) =d(Q,m) = et — — = /6, luego son paralelos
12+ (-2)24+12| V6
b) La recta s que pasa por P = (1,0,2) buscada tiene como vector direccion a o = (1,—2,1), luego en
r=1+4+1
paramétricas es: s: ¢ y =0—2¢
z=2+t
Para hallar la interseccion de s con 7, sustituimos s en m: 1 +¢—2(—2t)+2+t=—-3; 6t=—6;t=—1,
r=1-1=0
el punto interseccion se obtiene sustituyendoen r, s: ¢ y = 2 El punto de interseccion de s y 7 es
z=2—-1=1

(0,2,1)

CUESTION B3.
Calcule los méximos y los minimos de las siguientes funciones:

a)f(z) =xIn(x) , con z > 0.
22
b) g(a:):e—x ,con r € R.

selen Sep 2015 Solucion:

1
T -
a) fl(z) =In(z) +1=0, z=1/e, V¥ + -
y 7 p
MAXIMO

Sustituyendo f(1/e) = —1/e resulta que hay un maximo en (1/e,—1/¢)

0 2

‘ — +
y pN A N
MINIMO MAXIMO

4 4
Sustituyendo g(0) =0, g(2) = — resulta que hay minimo en (0,0) y miximo en (2, —)
e e

CUESTION B4.
a) Calcule la integral indefinida / In(1 + 2?) da

b) De todas las primitivas de la funcion f(x) = In(1+ 2?), encuentre la que pasa por el punto
de coordenadas (0, —2).

selen Sep 2015 Solucion:

2x dividiendo:
= In(1 + 22): - 222
a) /1n(1+gg2) de =2 " n(l+2%);  du 1+ a2 de {_ x 1n(1+x2)—/ 1 fﬂ dx = cociente = 2
dv=dr; v=u - resto = -2

2
xln(1+x2)—/ 2— —"— | dr=x2In(l+2% —2z+2artanz + C
1+ a2
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b) Buscamos que F(z) = x In(1 + 2?) — 22 + 2 ar tanz + C pase por el punto (0, —2)
F(0) = 0+ C = —2 La primitiva buscada es F(z) = z In(1 + %) — 22 + 2artanz — 2
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s CUESTION Al.

a) Discuta, en funcion del parametro a, el siguiente sistema de ecuaciones:

r+y+taz=1
rt+ay+z=a
ar+y+z=1
b) Si es posible, resuélvalo para el valor de a = —2.

selen Jun 2015 Solucion:

Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:

1
IM|=|1 a
a 1

1 a

1 | = —a®+3a—2 que se anula para: a = —2,a = 1
1

e Paraa # -2y a # 1 rango(M) = 3 = rango(A) = namero de incognitas, sistema compatible

determinado.
r+y+z=1

Para a =1 el sistema queda ¢ z+y+2=1 es evidente que el rango de M y de A es 1 por tanto
r+y+z=1

Para a =1, rango(M) =1 = rango(A) < 3 = namero de incognitas, sistema compatible indetermi-
nado con infinitas soluciones dependientes de dos pardmetros.

Para a = —2 la matriz ampliada es
11 =2 1 11 1
A= 1 -2 1 =2 |,elmenor:| 1 -2 -2 |=0
-2 1 1 1 -2 1 1
por tanto
Para a = —2, rango(M) = 2 = rango(A) < 3 = ntmero de incognitas, sistema compatible indeter-

minado con infinitas soluciones dependientes de un parametro.

r+y=1 T =
b) Para a = —2 queda el sistema: r+2=0 , de solucion: y=1
y+z=1 z=0

= CUESTION A2.
Tres de los cuatro vértices de un tetraedro son los puntos A = (2,1,0),B = (3,4,0) y

O:

(5,1,0). El cuarto vértice D esta en la recta r que pasa por el punto (1,2,3) y tiene

como vector director el vector (—1,1,1).

a) Determine las ecuaciones paramétricas de la recta r.

b) Calcule las coordenadas del vértice D para que el volumen del tetraedro sea 9.

selen Jun 2015 Solucion:

a) r:

r=1-—t
y=2+t te R
z=3+1
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b) El tetraedro de vértices A, B,C, D viene dado por los vectores AD = 1—-t—224t—-1,3+1) =
(—1—t,1+t,3+1),AB = (1,3,0), AC = (3,0,0)

1. % o
El volumen viene dado por V = 6|[AD; AB, AC|]|

—1—t 14t 3+t
[AD; AB,AC]=| 1 3 0 |=-271—9t
3 0 0

_ _ — 5 —_ — _ _
luego | — 27 — 9| = 6 - 9; +(—27 — 9¢) = 54 { 27— 0t=5d { b=—9 { D(10, =7, ~6)

27 + 9t = 54 t=3 D'(=2,5,6)

= CUESTION A3.

2+ el/®
Calcule lim ————
a) Caleule lim o=

2 1/z
b) Calcule lim re

a—0t+ 1+ 2/

2 1/z
c) ¢Es continua la funcion f(z) = 1_—::762/ en x = 07 Justifique la respuesta.
e X

selen Jun 2015 Solucion:

_ 2+el/® 24e > 240
a) lim - = = =2
x—0- 1+ e2/ 1+e > 140
b 2 4 et/ ] i el/x;_; i el/@ y el/x ; 1
) oo+ 1+ e2/e {L’Hépital } T oo e2/z=2 a0+ 262/ gm0 2(el/z)2 a0+ 21/

o

¢) Los limites laterales en = 0 no coinciden y la funcién no esta definida en = = 0, hay discontinuidad de
salto finito.

» CUESTION A4. a) Calcule la integral indefinida / 2x artanx dx

b) De todas las primitivas de la funcién f(z) = 2x artanz, encuentre la que pasa por el
punto de coordenadas (0, —2).

selen Jun 2015 Solucion:

1
— t : d — —d - ZI’)Q B

a) /23: artanxz dr = U= artai®; u 1+ 22 v = 2% artanx —/ dr = z?artanz —

2

dv =2zxdx; v==x 1422

1
/ 1— da::a:Qartana:—l*—i—artanl’—i—C
1+ 22

b) Buscamos que F(z) = 22 artanz — 2 + ar tanx + C pase por el punto (0, —2)
F(0)=0artan0 —0+artan0+C=-2; 0+C=-2;C= -2
La primitiva pedida es F(z) = 2% artanz — z + artanz — 2

= CUESTION B1.

Se dice que una matriz cuadrada A es involutiva si cumple que A2 = I, donde I denota la
matriz identidad.
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a) Justifique razonadamente que toda matriz involutiva es regular (o invertible).

b) Determine para qué valores de los parametros a y b la siguiente matriz es involutiva

a a 0
a —a 0
0 0 b

selen Jun 2015 Solucion:

a) Una matriz tiene inversa cuando su determinante no es 0. Como el determinante del producto de dos
matrices cuadradas es el producto de los determinantes |A%| = |[A- A| = |A| - |A| = |A|?> = |I| = 1 pone de
manifiesto que en una matriz involutiva |A| # 0

b)A-A=1
a 0 a a 0 2a? 0 0 1 0 0
—a 0 a —a 0 = 0 2a2 0 = 0 1 0
0O 0 b 0O 0 b 0 0 b 0 0 1

. 1 .
Por tanto 2a® = 1,a = +—; > =1;b=+1

\/57
= CUESTION B2.

Considere la recta r y el plano 7 dados por las ecuaciones siguientes:
r y+2 z-1

1T T T T

a) Compruebe que la recta r corta al plano 7 y calcule el dngulo que forman.

y mi2r+y+z=-—7

b) Determine el plano que pasa por el punto P = (2,—3,3), es paralelo a la recta r y es
perpendicular al plano .

selen Jun 2015 Solucion:

a) Un vector direccion de la recta r es ¥ = (1, —1,2); un vector ortogonal al plano 7 es @ = (2,1,1), el
producto escalar de los dos es v-w = 2 —1+2 = 3, luego no son ortogonales por tanto la recta no es paralela
al plano y en consecuencia podemos afirmar que se cortan.

v

3 1 1
Veamos el angulo cos(o') = | —=——| = ' ‘ =—; arcos- = 60" /
|o].l@l ] [V6.v/6] 2 2 L
El angulo es es complementario 7, 7 = 90 — 60 = 30°

b) El plano que pasa por el punto P = (2, —3, 3), es paralelo a la recta r y es perpendicular al plano 7. viene
dado por:

r—2 y+3 z2-3
1 -1 2 = -3z +3y+ 32+ 6 = 0. El plano buscado es x —y — z = 2
2 1 1
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= CUESTION B3.
2 _ ; <
Considere la funcion dada por: f(x) = { ign (:2?2_ b s Z i ; 1

Determine los valores de los parametros a y b para los cuales la funcion f(z) es continua y
derivable en todo R.

selen Jun 2015 Solucion:

Es continua y derivable siempre por ser resultado de operaciones entre funciones continuas y derivables en
sus trozos salvo quiza donde se parte el dominio que es en = = 1, vamos a estudiar los limites laterales:

lm f(z) = lim (2® +az —3)=a—2

r—1— r—1-

lim f(z)= lim In(z?)+b=0»%

z—1t f( ) z—1t ( )

Como f(1) = a — 2, para que sea continua ha de ser a —2 =0

Veamos los limites laterales en z = 1 de la funcién derivada para que coincidan:

, 20 +a st x <1 20 +a st x <1
fl(x) = 2z . 1 = 2 .
= st x> = st x>1
lim f'(z) = lim 2e4+a=2+a
r—1— r—1—
lim f'(z)= lim = =2
rz—1t f ( ) r—1+ T
Para que coincidan a = 0, por tanto para que sea continua b = —2 y entonces:
2 .
x° —3 si <1
T) = . - es continua y derivable en todo R.
/(@) { In(z?)—2 si x>1 i

= CUESTION BA4.

Considere el recinto limitado por la grafica de las funciones f(z) = 2senz y g(z) = tanz en
el primer cuadrante del plano XY de la figura.

!
71 T

a) Determine los puntos de corte de dichas graficas.

b) Calcule el area de dicho recinto.

selen Jun 2015 Solucion:

sen sen 1
a) 2senx = tanwx; 2senx = ; 2senz — =0; senz(2-— )=10
cos T cos T cos T
senx=0; =0
1 1 T
2— =0; cosx=—=; x=—
cos T 2 3

CoST

/3 w/3 sen /3
b) S = (f—g)dx= 2senx — dr = [-2cosx + In|cosz|],’” = —2cos(m/3) +In(cos(m/3)) —
0 0
1

1 1
(—2co0s0+ In(cos0) = —25 +1n§ +2—Inl= 1+ln§ = 0'3068
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s CUESTION Al.
1

1
5 _3 ), es regular (o inversible) y calcule su matriz

a) Compruebe que la matriz A = (

inversa.
b) Resuelva la ecuacién matricial AXA = B, siendo A la matriz anterior y B = ( g _i )

iOJO!: El producto de matrices NO es conmutativo.

selen Sep 2014 Solucion:

a) Una matriz es invertible si su determinante no es cero, en nuestro caso: [A] = -34+2=—-1#0
- . o . -1 1 ot
La matriz inversa es la adjunta de la traspuesta dividida por el determinante de la matriz: A7 = T [adj(A%)]

1 -2 -3 -1 3 1
At: . Az‘ . 71:
(1 5)s (3 0) (2 1)

b) Primero despejamos X: AXA=B; AXA-A'=B.A"' AX=B-A';, A'.AX=A"'.B.
Al X=41.B- A

IR 3 1 5 -2\ 18 —7

A B<—2 -1 3 -1) \-13 5

A1 B4 — 18 -7\ 3 1) 68 25
“\-13 5 -2 -1 ) \ —49 -18

= CUESTION A2.
a) Estudie la posicion relativa de las rectas r y s en funcion del parametro a:

T_{a:+3y:8 Ty z+6

dy+2=10 7T a—4 Ba—6

b) Para el valor del pardmetro a = 4 determine, si es posible, el punto de corte de ambas

rectas.

145
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selen Sep 2014 Solucion:

Vamos a obtener un punto y un vector direcciéon de cada recta:

=8-3
r+3y =38 . . . . ‘ Y
T resolviendo el sistema dejando y como parametro: r: ¢ y =1y por tanto:
dy+ 2z =10 10— 4
r=10—4y

P(8,0,10) Q(0,0,—6)
red — stq ©
U= (=3,1,—4); o mejor ¥ = (3,—1,4) w=(7,a —4,5a — 6)

Estudiamos el rango de la matriz formada por los dos vectores:

-1 -1 5
( ? g4 5a4—6 ) Anulamos los dos menores: ? a—d ‘ =3a—124+7=0;a = g ‘ i 5a4—6 ‘ =
46
15a — 18 =28 = 0;a = —
“ T
Por tanto Va € R el rango es dos, nunca son paralelos, por tanto las rectas se cruzan o se cortan.
3 -1 4
(También se podria haber visto que la proporcionalidad de los vectores: - = 1° % 5 es imposible
a— a—

para cualquier valor de a)

—

Para que se corten ha de ser ran(QP,v,w) = 2. Basta anular el determinante de la matriz que forman:
5 1 12
3 -1 4 =—-24a+96=0;a=4
7 a—4 ba—6

Resumiendo: Para a = 4, las rectas se cortan; para a # 4 las rectas se cruzan.

r=7Tt
b) Para a = 4, la recta s queda: s : ¢ y =0
z=—64 14t

8
Que sustituyendo en la primera igualdad de r resulta: 7t = 8; ¢ = = sustituyendo este valor en s obtenemos:

r =28
s: y=20 .
z=—6+ 16

El punto de corte de las dos rectas es (8,0, 10)

CUESTION A3.

Dada la funcién f(z) = azx + by/z, determine los valores de los parametros a y b sabiendo
que f(z) cumple las siguientes propiedades:

a) f(x) alcanza su méaximo en el punto de abscisa x = 100;

b) La grafica de f(z) pasa por el punto (49,91).
selen Sep 2014 Solucidn:

b b
a) fl(z) =a+——:; f(100)=0; a4+ — =0;20a+b=0
) fe) = a5 P00 L

b) f(49) =91; 49a+ bv49 =91; 49a+ 7b =91
Despejando b en la primera y sustituyendo en la segunda queda: 49a — 7 - 20a = 91; —91a=91; a= —1.
Resulta: f(r) = —z + 20>
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= CUESTION A4.
a) Calcule la integral indefinida / artanx dx

b) De todas las primitivas de la funcion f(z) = ar tanz, encuentre la que pasa por el punto
de coordenadas (0, 3).

selen Sep 2014 Solucion:

1
' u=artanz; du=-——dzr oz 1 [ 2z
a) [ artanzdx = ’ 1+ 22 =zartanz— [ ——dr=wartanr—7 [ ——dx =
dv=dr; v==x l+a 2) 1tz
1
Tartanx — 3 In(1+2?%) +C
1 2
b) Buscamos que F(z) = zartanz — 5 In(1 + ) + C pase por el punto (0, 3)
1 1
F(0) =0artan0 — §ln(1+02) +C0=3 —shl+C=3C=3
1
La primitiva pedida es F'(z) = z ar tanx — 3 In(142%) +3
= CUESTION BL.
a) Discuta, en funcion del parametro a, el siguiente sistema de ecuaciones:
ar +2z =0
ay —z=a
r—y+2z2=0
b) Si es posible, resuélvalo para el valor de a = 0.
selen Sep 2014 Solucidn:
Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:
a 0 2
IM|=| 0 a —1|=a*-3aqueseanulapara:a=0,a=23
1 -1 1
e Paraa # 0y a # 3 rango(M) = 3 = rango(A) = namero de incognitas, sistema compatible
determinado.

e Para a = 0 la matriz ampliada es

0 0 2 0
A= 0 0 —1 0 |, esevidente que el rango de M y de A es 2 por tanto
1 -1 1 0

Para a =0, rango(M) =2 = rango(A) < 3 = ntumero de incognitas, sistema compatible indetermi-
nado con infinitas soluciones dependientes de un parametro.

e Para a = 3 la matriz ampliada es

30 2 0 30 0
A= 0 3 -1 3 |,elmenor:| 0 3 3 |=9#0
1 -1 1 0 1 -1 0

por tanto el rango de M es 2 y el de A es 3 luego:

Paraa =1, rango(M) =2 < 3 =rango(A), sistema incompatible.
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0+22=0
b) Para a = 0 queda el sistema: 0—2z=0
r—y+2=0
xr =
de solucion: z =0,y = x; o sea: y=t teR
A

= CUESTION B2.

Considere la recta r y el plano m dados por las ecuaciones siguientes:
T.x—2_y+4_z—|—1
3 -4 0

a) Compruebe que la recta r corta al plano 7 y calcule el d4ngulo que forman.

y Tilr—y=38

b) Determine el plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 7.
selen Sep 2014 Solucidn:

a) Un vector direccion de la recta r es ¥ = (3,—4,0); un vector ortogonal al plano 7 es W = (7,—1,0), el
producto escalar de los dos es v - w = 21 + 4 = 25, luego no son ortogonales por tanto la recta no es paralela
al plano y en consecuencia podemos afirmar que se cortan.

25

[0]. ]| V25.4/50

El angulo es es complementario 7, 7 = 90 — 45 = 45°

1
= —:; arcos— =45

ﬁﬁ/ __________ %/7

vl
Veamos el angulo cos(a’) =

b) El plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano = viene dado por:

r—2 y+4 z+1
3 —4 0 = (z+ 1)(—3+ 28) = 0. El plano buscado es z = —1
7 -1 0

= CUESTION B3.

Calcule los siguientes limites:

a) lim I2_3— v
z—o00 \ T —5H r—2
.zl +1—2
b)alsl—% (x —1)2 N

selen Sep 2014 Solucidn:

z® — z? r—2)(22 —=3) —2%(x -5 x2 — 31 —
z—oo \ T — 5 z—2 r—00 (x = 5)(z —2) z500 22 — 7o + 10

o zhax+1—-2 0 o Inx+ 2 — , Inx 0 -
b) lim ———— =<0, ) = lim z = lim =<0 ) = lim £ =
a—1 (z—1)2 L’Hopital a—1 2(x —1) z—=12(z — 1) L’Hopital z—1 2
1
2
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= CUESTION BA4.

- . Inz
a) Encuentre una primitiva de la funcion f(z) = —
x

b)Calcule el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f(z) y el eje de abscisas
entrex:%yx:e

selen Sep 2014 Solucidn:

Inz 1 nz)? I’z
a) /—nldw:/(lnm)1 —dxr = () SR e
T x 2 2

Inz
b) f(xz) = — es negativa en [—., 1) y positiva en (1, e], por tanto hay que hacer dos integrales:
T

@

/1_ 1112:171_11121 an%_ (—1)2_ 1
L2 ] 2 2 2 2

/E_ In? 2 ’_11126 11121_1
L2, 2 2 2

Por tanto el area pedida es S = 1 u?

@ =
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= CUESTION A.1:

111
Sabiendo que | x y =z

0 2 4
siguientes determinantes, indicando en cada paso qué propiedad de los determinantes se esté
utilizando.

= 4, calcule, sin desarrollar ni utilizar la regla de Sarrus, los

3x 3y 3z x Y z
a)| 1 1 1 b)| 3z 3y+2 3z+4
0o 1 2 r+2 y+2 242

selen Jun 2014 Solucion:

Al multiplicar una .
Si se permutan en-

x 2 fil ime- x 2 x 2
3z 3y 3z a por un Tlume T Yy z 3| T ¥ 2 tre si dos filas de 3 1
a)l 1 1 1 |=ro el determinante=3| 1 1 1 =5 11 1= loterminante 6s. — 32 | &
un determinante és-
0o 1 2 queda multiplicado 0 1 0 2 4 . . 0
i te cambia de signo.
por ese nimero.
3
——4=-6
2
20-1* .3
3@ _1(1;
x Y z Un determinante es igual al que x Yy z Ty =z 1 1
b)| 3z 3y+2 3z+4 | =resulta de sumar a una filauna=| 0 2 4 |=2|0 2 4 |=2|x y
r+2 y+2 z+4+2 combinacioén lineal de las restan- 2 2 2 1 1 1 0 2
tes, es decir, una suma de esas
filas multiplicadas por nimeros.
8.
CUESTION A.2:
. ) , r+y+z=1 .
a) Determine para qué valor del parametro a la recta r : o es perpendicular
—r—2y+z2=0
al plano 7 : —6x + ay + 2z = 0.
b) Demuestre que si a = —8 la recta r corta al plano 7 en un punto y calcule dicho punto

de corte.
selen Jun 2014 Solucion:

a) La recta viene dada como interseccion de planos, pasamos la recta a paramétricas resolviendo el sistema
de dos ecuaciones y tres incognitas:

r+y=1—z2
—r—2y=—z
—y=1-—2z;y=—1+ 2z, sustituyendo en la primeraz =1— 2 —y=1— 2 — (=14 22) = 2 — 3z, resulta:

Pasando z al segundo miembro para que quede como parametro: r : { sumando queda

r=2-—3t
T y=—-1+2t
z=1

Y
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Para que la recta r y el plano 7 sean perpendiculares el vector direccion de aquella (—3,2,1) y el vector
a

ortogonal de éste (—6,a,2) han de ser paralelos o sea proporcionales: _—3 =5=71 por tanto la recta r y el
plano 7 son perpendiculares cuando a = 4
b) Sustituimos las paramétricas de r en la ecuacion de 7w : —6z — 8y + 22 =0

—6(2—3t) — 8(—1+42t) 4+ 2t = 0 resulta ¢ = 1; sustituyendo en las paramétricas resulta que el punto de corte
es (—1,1,1)

s CUESTION A.3:

T

Dada la funcion f(z) = %, se pide:

a) Dominio de definicién y cortes con los ejes.

b

Estudio de las asintotas (verticales, horizontales y oblicuas).

c¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos (méximos y minimos).

d) Representacion grafica aproximada.
selen Jun 2014 Solucién:

a) Dominio de definicion R — {0}
cortes con eje OX :  y=0; % nunca se anula, no hay.

corte con eje OY : = =0 no hay.

b) Estudio de las asintotas (verticales, horizontales y oblicuas).

Verticales:

eZIJ
lim f(z) = lim — = -0
z—0— z—0- T

eil)
lim f(z) = lim — =0
z—0t1 rz—0t T
Asintota vertical z =0
Horizontales: y = n

e* el e
= i = i _— = o0 e { _— = )
n mli)rrgo f(x) mlgr;o . {L’HApital } mlgrolo T = 00, 1o hay por la derecha
e’ 0
n= lim f(z)= lim — = —— =0 asintota horizontal y = 0 por la izquierda.
T——00 r——00 I —00

Como lo dice explicitamente veamos oblicua por la derecha que seria la tnica posibilidad pues por la
izquierda hay horizontal: y = mx +n

m = lim @ = lim i = {% . } = lim i = 00, no hay por la derecha
T—00 I z—00 12 L’Hopital z—00 201 ’
c¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos (méaximos y minimos).
fay =D =1
1
Yy - +
y pY /

MINIMO
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d) Representacion grafica aproximada.

o/

= CUESTION A 4:
a) Calcule la integral indefinida / tan zdx

b) De todas las primitivas de la funcion f(z) = tan x, encuentre la que pasa por el punto de
coordenadas (0, 2).

selen Jun 2014 Solucion:

’ " —senw
a) /tanxdx:/ PRL 1y = logaritmica :7/ i an:r::fln|cosx|+C

COST COS T

b) F(x) = —In|cosz| + C; pasa por (0,2), F(0)=2, —lIn|cosO+C =2, —-Inl4+C=2 C=2
la primitiva buscada es g(x) = —In|cos x| + 2

= CUESTION B.1:
a) Discuta el siguiente sistema de ecuaciones en funciéon del pardmetro a:

ar +3y+z=a
r+ay+az=1
r+y—z=1

b) Si es posible, resuélvalo para el valor de a = —1.
selen Jun 2014 Solucion:

Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:

3 1

a a |=-22+2a+4 queseanula para: a = 2,a = —1
1 -1

M| =

— = Q

e Para a # —1y a # 2 rango(M) = 3 = rango(A) = namero de incognitas, sistema compatible

determinado.
e Para a = —1 la matriz ampliada es
-1 3 1 -1
A= 1 -1 -1 1 , la ultima columna es la anterior cambiada de signo, luego el rango de

1 1 -1 1
M y de A es 2 por tanto
Para a = —1, rango(M) = 2 = rango(A) < 3 = ntmero de incognitas, sistema compatible indeter-
minado con infinitas soluciones dependientes de un parametro.



13.2 Junio 2014 153

e Para a = 2 la matriz ampliada es

2 3 1 2
A= 1 2 2 1 |, ladltima columna es la primera, luego el rango de M y de A es 2 por tanto
11 -1 1

Para a =2, rango(M) =2 = rango(A) < 3 = namero de incognitas, sistema compatible indetermi-
nado con infinitas soluciones dependientes de un parametro.

—r+3y+z=-1
b) Para a = —1 queda: r—y—2z=1
r4+y—z=1
Restando las dos ultimas resulta —2y = 0; y = 0, pasando z al otro miembro como parametro, la tltima
queda: z = 1 + z, la soluciéon del sistema resulta:

=1+t
y=20 ,teR
z=1

= CUESTION B.2:

Dos de los tres vértices de un triangulo son los puntos A = (1,1,1) y B = (1,1, 3). El tercer
vértice C' esté en la recta r que pasa por los puntos P = (—1,0 ) y Q (0,0,2).

a) Determine la ecuacion de la recta r.

b) Calcule las coordenadas del vértice C' para que el area del triangulo sea v/ 15 unidades
cuadradas.

Observacion: Hay dos soluciones.

selen Jun 2014 Solucion:

r=1
a) Vector direccion de 7 : PQ = (1,0,0); Tomamos como punto @ r:< y=0
z=2

b) Un punto X de la recta tiene de coordenadas (t,0,2) el area del tridangulo de vértices A, B, X viene dado
por la mitad del moédulo del producto vectorial AB A AX

i j ok
ABAAX =| 0 0 2 |=-2-i—jt—1)=20+(t—-1))
t—1 -1 1
212 + (t —1)? —1-
Lamitaddelméduloes$: 15; 1+t22t+115;{i1+\/%

La posibles soluciones son punto C(1 — /14,0, 2) el punto C’(1 + /14,0, 2)
= CUESTION B.3:
Dada la funciéon f(x) = xzlnz — x, se pide: a) Determine el punto de la gréafica de f para

el cual la recta tangente es paralela a la bisectriz del primer cuadrante. Calcule la ecuacion
de dicha recta. b) Determine el punto de la grafica de f para el cual la recta tangente es

paralela al eje OX. Calcule la ecuacion de dicha recta.
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selen Jun 2014 Solucién:

a) La bisectriz del primer cuadrante es y = z, por tanto hemos de buscar el punto donde la derivada valga 1.
fl(z)=Inz +T% —l=hz=1

fle)=elne—e=0

Por tanto la derivada es paralela a la bisectriz del primer cuadrante en el punto (e, 0).

La recta pedidaes:y=z —e¢

b) Buscamos el punto donde la derivada valga 0:

f(x)=Inz —&—UL% —1l=Inz=0

f)y=1lnl1—-1=-1

La recta pedida es: y = —1

= CUESTION B.4:

a) Encuentre una primitiva de la funcion f(z) = z cos z.

b) Calcule el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f(z) = zcosz y el eje de
abscisas entre t =0y © = 7.

selen Jun 2014 Solucion:

' u=z du=dx '
a) [ xcosxdxr = =2x.senz — [ senxdr = x.senx + cosx
. dv =cosr v =senx .

. . . ™ .
b) Como la funcion pasa de positiva a negativa en 57 integramos cada trozo:

S :/ rcosxdr = [;L’.sen;r—i—cos;r](]% = g.seng —&—cosg — (0.sen0 + cos0) = g -1
0

Sg:/ J:cosmd.r:[.r.scn.rJrcos.r]Z:W.sanJrcoswf(g.scnngcosg):flfg; ngngl
2

™

Y2

El area total es: S =7

13.3. mayores 2014

= CUESTION A.1:

a) Calcule, utilizando el método que estime mas adecuado, el rango de la matriz A =

a 2 3

a 1 4 . .

1 54 0 en funciéon del parametro a.
0 1 -1

b)Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:
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20 +3y+32=0
20 +y+42=0

2+ 10y =0
y—z=20
selen mayores 2014 Solucion:
al 2 3
al 1 4
a) A — i
2) 1 5a 0
0o 1 -1
2 3
1 4 |=5->5a® Anulamos: 5 — 5a® = 0 para a = +1
1 5a 0
a 2 3
a 1 4 | = 0 Por tanto la 4° fila es combinacion lineal de las dos primeras y la podemos eliminar en al
0 1 -1

célculo del rango.

Por tanto:

Para a # +1 rango 3.

Para a =1 rango 2

Para a = —1 rango 2

b) El sistema es homogéneo, como hemos visto para a = 2, el rango de la matriz de coeficientes es 3, igual

al ntiimero de incognitas por tanto tiene solo la solucién trivial x = 0,y =0,z = 0.

= CUESTION A.2:

a) Determine la recta que pasa por el punto P = (1,—1,3) y es perpendicular al plano

r=3—-A+pu
T y=—-A+pu , MNpeER
z2=1+2\—p

b) Calcule la distancia del punto P al plano 7.

selen mayores 2014 Solucion:

a) Hallamos primero la ecuacion general de m: 7 :| —1 -1 2 = —x 4y + 3 = 0 vector ortogonal:
1 1 —1
7= (~1,1,0)
r=1-t
Rectar: < y=—-1+1 te R
z=3
—-1—-1+3 1
b) Distancia del punto P al plano =, d(P,7) = kel P
SIS

s CUESTION A.3:
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1.2

r—2

a) Dominio de definiciéon y puntos de corte con los ejes.

Dada la funcion f(x) =

b) Estudio de las asintotas (verticales, horizontales y oblicuas).
c¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Maximos y minimos.

d) Representacion grafica aproximada.
selen mayores 2014 Solucion:

a) Dominio R — {2}

Corte con OX: y =0, x = 0.

Corte con OY el mismo

b) Asintotas verticales: d)
.2
lim f(z) = lim = —0o0
enr =2 r—27 r—2- T — 10
lim f(z)= lim = 400 ,
T2+ /(@) z—2+ & — 2 )
,/I: 8
Asintotas horizontales: lim f(x) = lim = 00, no hay .
Tr—r0o0 T—00 I —

Asintotas oblicuas: y = mx +n

2
m=tim L o T
T—00 I IHOO;L’(:E—Q)
p 2 _ .2 2 4
n = lim f(z) —mz = lim —z= lm 2 l+l:2 ,
T—00 r—00 I — T—00 x—2

Asintotas oblicuas: y = x 4 2 2

27 —
0 fllay =22 m24mo{jo '

(x —2)2’ 4
0 4 ‘ C " 8
Yy + - +
y 2 N 7
MAXIMO MINIMO

CUESTION A.4:
a) Calcule la integral indefinida / r? senz dx

/2
b) Aplicando el apartado anterior, calcule la integral definida / 22 senz d.
0

selen mayores 2014 Solucion:

u=2x* du=2zdr }

a) Es integral por partes [ z° senz dr =
. dv =senxdr v = —cosx

= —2%cosx + / 2z cosxdr =

y = 2x  du = 2dz .
v o v :—.’IJZCOS$+2.’L’S€H.’IJ—2/SGHZCCZ£C:—ZCQCOS.’L’-l-QZCSQHZC—‘rQCOSIL’-l-C
dv =cosxdxr v =senz

w/2 ) - 2

b)/ 22 senx dr = [—:I:QCOS;L*+2:1:sena:+2€os:1:]0/2:—(g> cosg—l—Qgseng—&—Qcosg—(2COSO):
0

T™—2
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=« CUESTION B.1:

Las edades de un hijo, su padre y su abuelo cumplen las siguientes condiciones:

e La suma de las edades del hijo, del padre y el doble de la del abuelo es 182 anos.
e Ll doble de la edad del hijo mas la edad del abuelo es 100 anos.
e La edad del padre es el doble de la del hijo.

a) Plantee un sistema de ecuaciones con las condiciones descritas en el enunciado para ave-
riguar la edad de cada uno de ellos.

b) Resuélvalo.

selen mayores 2014 Solucion:

x= edad del hijo, y= edad del padre, z= edad del abuelo

r+y+2z=182

2x 4+ z =100
y =2z
182 1 2

r=1|100 0 1 |=

0 1 0

=« CUESTION B.2:

a) Estudie la posicion relativa de las rectas r y s en funcion del parametro a:

r=1+A

rig y=-—2—a\

z=3+ A

r+y+2z=182

2¢ + z =100
—2x+y=0

Y=

A€ R;

1 182 2
2 100 1
-2 0 0

S

DN DN
— o
S = N

y+l z-—2

b) Para el valor del pardmetro a = 1 determine, si es posible, el punto de corte de ambas

rectas.

selen mayores 2014 Solucion:

. { R(1,-2,3)

T = (17 —a, 1)

1 —a 1

2
a 1 2 a/2+3a207a{1

-1 1 -1

Nunca pueden ser paralelas

Para a # 1,2 rangolr, §, RS] = 3, las rectas se cruzan.

1

Para a =1, 1
-1

1

Para a = 2, 2

—1

2
-1

1
2
-1

se cortan

se cortan
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r=1+ A\
z—2
byr:¢{ y=-2—-X te€R; s:x=y+1=
2
z=34+A
Como sabemos que se cortan basta sustituir las‘paramétricas de r en la primera igualdad de s:
z=0
r=y+1; 1+A=-2-X+1; A=-1; y=—1 El punto es (0,—1,2)
z =2

CUESTION B.3:

a) Demuestre que la distancia del punto (4,0) a un punto de la grafica de la funcién y = v/z
viene dada por la siguiente expresion: f(z) = +/(x —4)?> 4+

b) Determine el punto P = (x,y) de la gréafica anterior que minimiza la distancia al punto
(4,0).
selen mayores 2014 Solucion:

a) Sea Q(4,0) Los puntos P = (x,y) de la grafica de y = \/z tienen de coordenadas P(z,+/x)
d(QP) = |PQl = @ — 4P+ (g =0 = /(z = 4° + (V&)* = /@ — 42 +
b) d(QP) = f(z) = /(x —4)2 + z = V22 — Tz + 16

Anularemos la derivada f(x) = ﬁ el estudio del crecimiento muestra que:
7/2
Yy - +
y A pN
MINIMO

T 7
El t —1/ =
punto es <2, 2)

CUESTION B.4:
a) Calcule la integral indefinida / A dz
& 1+x

VT
L++x

1
b) Aplicando el apartado anterior, calcule la integral definida /
0

selen mayores 2014 Solucion:

t=\x ‘ ‘
22 2 22
a) /1_:_/%/_@:: dt = —2\1/5(1.1’: zith ::/1+fdt: dividiendo /(2t—2+—f+1)dt: 7—215-&-
T f t
dr = 2tdt

2lnjt+ 1| =2 —2vz +2In|vVz + 1]

o1 \/E 1
b) /0 1+\/Ed.7:: [z —2vx+2In[\r+1]],=-1+2In2
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s CUESTION A.1:

Clasifique y resuelva, si es posible, el siguiente sistema de ecuaciones:
20+3y+z=1
20 +2y+z2=1
4o + 5y + 2z =2

selen Sep 2013 Solucion:

2 3 1
El determinante de la matriz de coeficientes es [M|=| 2 2| 1 | =0
4 5 2
Por tanto el rango de M es 2
2 3 1 1
La matriz ampliadaes: A=| 2 2 1 1 la altima columna es igual a la anterior por tanto:
4 5 2 2

rango de M = 2 = rango de A < 3 = numero de incognitas. El sistema es compatible indeterminado con
infinitas soluciones dependientes de un parametro.

Para resolverlo pasamos por ejemplo la z al segundo miembro como parametro:
20 +3y=1—=2
20 4+2y=1—2z
1—=z
2

restando queda y = 0, y entonces x =

1—2

Soluciéon: © = ,y=0,2€ R

s CUESTION A.2:

Tres de los cuatro vértices de un tetraedro son los puntos A = (3,4,0), B = (2,1,0) y

C = (5,1,0). El cuarto vértice D esta en la recta r que pasa por los puntos (1,2,3) y
(—1,4,5).

159
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a) Determine la ecuacion de la recta r.

b) Calcule las coordenadas del vértice D para que el volumen del tetraedro sea 6 unidades
cubicas.

Observacion: Hay dos soluciones distintas; basta con calcular una de ellas.

selen Sep 2013 Solucion:

a) Recta r: tomamos el primer punto P(1,2,3) y el vector que definen los dos (—1—1,4—2,5-3) = (-2,2,2)
como solo interesa la direccion lo dividimos por 2 y queda como vector direccion de r v = (—1,1,1). Nos
interesa para el siguiente apartado dar la recta en paramétricas:

r=1-t
rig y=2+t teR
z=3+1

b) El volumen del tetraedro que determinan los vectores {Bjél, BC, Bb} es el producto mixto dividido por
seis.

{BA=(3-2,4-1,0—0) = (1,3,0), BC = (3—2,4—1,0—0) = (3,0,0), BD = (1—t—2,2+t—1,3+t—0) =
(-1 —t,14+t3+1)}

hacemos el producto mixto:

1 3 0
1 —9(t —3(t
VZE 5 0 0l = 9(+3): 3(t+3)

6 2
—-1—-t 1+t 3+t

Tiene que valer 6, en valor absoluto por tanto:

—3(t —3(t
lw = 6; w = 46, que da como soluciones: t =1y t= -7

Por lo tanto el cuarto vértice D que esta en la recta r puede ser: D(0,3,4) o bien D'(8, -5, —4)

CUESTION A.3:

Calcule los siguientes limites:

2 z?+2 2
a) lfm (x H) b) lfm —2

z—+too \ 2 — 1 =01 — cosx

selen Sep 2013 Solucion:

) .1,’2 + 1 I2+2
a) lim 3 =
z—+oo \ x4 — 1

, 2’41 )
lim (2% +2) (.7:2 1~ 1) lm (2% +2) (

2 , 222 + 4
5 lim 5
x?—=1) _ jpotoo \ 2?2 —1 ) _ 2

ez~>+oo — _ ez~>+oo

b 1i sen 2 0/0 . 2xcosz? 0/0 . 2cosz? —4z%senz® 2 5
m-—— = . =lim —— = I = lim =-=
z—0 1 —cosw L’Hopital z—0  senx L’Hopital —0 cosx 1

CUESTION A.4:

6
a) Encuentre una primitiva de la funcion f(z) = P -
T T —

b) Calcule el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f(z) y el eje de abscisas
entre z = -2y x =0.
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selen Sep 2013 Solucion:
a) Es un integral de una funcion racional:
primero vamos a ver si se puede descomponer en factores el denominador; raices del denominador x = —4, x =
2 ; reales simples; la descomposicion es:
6 B 6 A n B A(x—2)+ B(x +4)
2422 -8 (z+4)(r—-2) x+4 -2  (v+4)(z-2)
Ay B los obtenemos identificando numeradores 6 = A(z—2)+ B(z+4) que paraz = —4da 6 = —64; A=
—lyparax=2da6=6B; B =1 Iluego

6 ~1 1
S o, ] = do = —1 4 +Injz -2/ +C
/.7:2+2.73781 /(x+4+x2) z n|z+4/+Infz - 2|+

b) La funcién tiene signo constante en el intervalo de integracion por tanto hacemos la integral definida:

0
/#dx:[fln|x+4|+ln|.7:72|]072:fln4+1n27(71n2+1n4):721n4+21n2:721n22+
J_ox*+22x -8

2In2=-4In2+2In2=-2In2~ —2- 06931 = —1'3862

Por tanto el area del recinto es S = 21n2 ~ 1’3862

CUESTION B.1:

a b c
Sabiendo que: | 6 0 3 | =2
111

calcule, sin desarrollar ni utilizar la regla de Sarrus, los siguientes determinantes, indicando
en cada paso qué propiedad de los determinantes se esta utilizando.

1 1 1 a b c
a)| 2 0 1 b)|2a+6 20 2c+3
3a 3b 3c a+1 b+1 c+1

selen Sep 2013 Solucion:

a) Aplicando las propiedades de los determinantes vamos a intentar llegar el determinante inicial:

1 1 1 ) . 3a 3b 3c sacamos el 3 como a b c
intercambiamos 1% )
2.0 1 |= a =—| 2 0 1 | = factor de la primera = —3 - 0 1] =
y 3¢ fila
3a 3b 3c 1 1 1 fila 1 1
ese 3 lo multiplica- a b c
mos en la segunda=—|6 0 3 |=-2
fila 1 1 1
a b c

b) Operamos con combinaciones lineales de las filas que no alteran el determinante | 2a +6  2b  2c+3
a+1 b+1 c+1

20 —1%.2
3¢ —1°

Il
— o
_ o o
—= W O
Il
[N}

CUESTION B.2:

a) Determine la ecuacion de la recta r que pasa por los puntos A = (2,3,0) y B = (—1,8,1).
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b) Determine la ecuacion del plano que pasa por el punto (1,2,3) y es perpendicular a la
recta r.

selen Sep 2013 Solucion:

a) Recta r: tomamos el primer punto A(2,3,0) y el vector director el que definen los dos v = AB =
. . r—2 y—3 =z

(-1-2,8-3,1—-0) = (-3,5,1), la ecuacion continua de r es: 5= i T

b) Como el plano es perpendicular a la recta su vector director es vector ortogonal al plano por tanto éste tiene

de ecuacion general: —3z+5y+ 2+ D = 0, hacemos que pase por el punto (1,2, 3) y queda —3+10+3+D =0

El planoes —3x+5y+2—-10=0

= CUESTION B.3:
Descomponga el ntimero 48 como suma de dos niimeros positivos de tal manera que el
producto de uno de ellos por el cubo del otro sea el mayor valor posible.
selen Sep 2013 Solucion:
Sean z e y los sumandos: x + y = 48
Ha de ser f = 2® -y maximo; f(z) = 23(48 — x) = 482> — 2*
Anularemos la derivada f/(x) = 14422 — 423 = 42%(36 — 2) el estudio del crecimiento muestra que:

36

+ _
Yy /! ) ¢
MAXIMO

Los sumandos son 36 y 12

= CUESTION B.4:
a) Encuentre una primitiva de la funcion f(x) = 2"
1
b) Calcule la siguiente integral definida / 22 e dx
0

selen Sep 2013 Solucion:

_ 2 _ _ _
a) Es integral por partes | z2e"dz =4 . du=2wde | _ oo [operge— v =32 du=2dv |
dv =e"dx v =¢e" dv =e"dx v=¢e"

22e” — {23361 — /Qezda:} = 22e” — 2ze” 4+ 2" + C

1
b)/ e dr = [33261'—21’6I+26IL1]:€—2€+2€—(2):€—2
0
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14.2. Junio 2013

= CUESTION A.1:

Discuta, en funcion del parametro a, el siguiente sistema de ecuaciones:

r+y+z=1
r—ay+z=1
ar +y+z=4

No hay que resolverlo en ningtn caso.
selen Jun 2013 Solucion:

Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:

1 1 1
IM|=|1 —a 1 |=a*—-1 queseanulapara:a=—1,a=1
a 1 1

e Paraa # —1ya # 1 rango(M) = 3 = rango(A) = namero de incognitas, sistema compatible

determinado.
e Para a = —1 la matriz ampliada es
1 1 1 1
A= 1 1 1 1 |, esevidente que el rango de M y de A es 2 por tanto
-1 1 1 4
Para a = —1, rango(M) = 2 = rango(A) < 3 = ntmero de incognitas, sistema compatible indeter-

minado con infinitas soluciones dependientes de un parametro.

e Para a = 1 la matriz ampliada es

11 11 1 1 1
A= 1 -1 1 1 |,elmenor:| —1 1 1 |=6+#0
1 1 1 4 1 1 4

por tanto el rango de M es 2 y el de A es 3 luego:
Paraa =1, rango(M) =2 < 3 = rango(A), sistema incompatible.

» CUESTION A.2: Tres vértices consecutivos de un paralelogramo son A = (1,3, —4), B =
(2,6,7)y C = (5,—-1,2).

D C

V4

A B

a) Calcule el area del paralelogramo.

b) Determine el cuarto vértice, D.
selen Jun 2013 Solucioén:

Empezamos por el apartado b)
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Los vectores AB = (2-1,6-3,7+4) = (1,3,11) y DC = (5 —x,—1 —y,2 — z) son iguales, por tanto,
igualando coordenadas: 1 = 5 — ;3 = —1 —y;11 = 2 — z resulta: * = 4,y = —4,z = —9 el punto es
D(47 —47 —9)

—

a) El area del paralelogramo es el modulo del producto vectorial de los vectores AB = (1,3,11), AD =
(4—1,-4—3,-9+4) = (3,—7,-5)

i j ok
ABANAD=|1 3 11 |=62i+ 38— 16k
3 -7 -5

El modulo es v/ 622 + 382 + 162 = /5544
2
x—1’

a) Dominio de definiciéon y puntos de corte con los ejes.

» CUESTION A.3: Dada la funcion f(z) = se pide:

b) Estudio de las asintotas (verticales, horizontales y oblicuas).
¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos (méximos y minimos).

d) Representacion grafica aproximada.

selen Jun 2013 Solucion:

1) Dominio y regionamiento Estudiamos el signo de la funcion.

Hallando las raices de numerador y denominador resulta que delimita regiéon de cambio de signo de
y: x=1

v |-+
El dominio es R — {1}

2) Puntos de corte con los ejes: Anulamos cada variable:

con OY : z =0, resulta y = 0 El origen es el Gnico punto de corte

3) Asintotas: Rectas tangentes en el infinito
verticales valores de = en los que la funcion se va a infinito:

Asintotas verticales z = 1
horizontales: no hay

Asintota oblicua y = mx +n

2
m=lm I = T =1
T—00 I T—00 T4 — I
. .2t x : :
n= lim (f(xr) —mz) = lim —r= = 1 Asintota oblicua:; y =z + 1
T—00 T—00 I — x—1
4) Extremos y crecimiento Estudiamos el signo de la derivada
T 0 2
2?2z o + - +
fz) = >
(-1 y S N S

MAXIMO MINIMO
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2 . . . . 10
= CUESTION A.4: Calcule la siguiente integral indefinida / ﬁdx
re — T —
selen Jun 2013 Solucion:
1
/ %.de, a partir de las raices del denominador planteamos la descomposiciéon en fracciones simples
x?—x—
10 B x A N B A(x—3)+B(r+2)
2—z-6 (r+2)(z-3) z+2 2-3  (x+2)(z—3)

Identificando numeradores: 10 = A(xz — 3) + B(z + 2), para z = 3 resulta 10 = 5B, B =2, para z = —2
queda 10 = —5A luego A = —2, sustituyendo:

10 -2 2
————dv = — de = —21 2|+ 2Inlz —3|+C
,/.1’27.7:76 ‘ /(JJ+2+JJ3) . |z + 2|+ 2Infz — 3] +

;l 1 ), es regular (o inversible) y

= CUESTION B.1: a) Compruebe que la matriz A = (

calcule su matriz inversa.

1 2
b) Resuelva la ecuacion matricial AX + A? = B, siendo A la matriz anterior y B = ( 3 4 )

iOJO!: El producto de matrices NO es conmutativo.

selen Jun 2013 Solucion:

a) Una matriz es invertible si su determinante no es cero, en nuestro caso: |[A| = —4+3=—-1#0
1
La matriz inversa es la adjunta de la traspuesta dividida por el determinante de la matriz: A~ = T [adj(A")]

Atz(;L :‘Z’); adj(At)(_:l,) _i)% Al:(_:lz, —411)

Primero despejamos X: AX + A2 =DB; AX =B - A% X =A1YB-A?
4 1 4 1
2* .
A(3 1> (3 1)
poa_ (1 2)_ (13 3
3 4 -9 -2

X=AYB-A%= (
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= CUESTION B.2:

a) Determine la ecuacion del plano 7w que contiene a los puntos A = (3,2,0),B = (5,1,1) y

C=(2,0,-1).
b) Determine la ecuacion de la recta r que pasa por los puntos D = (1,2,1) y E = (2,—6,0).

c¢) Estudie la posicion relativa de r y 7.
selen Jun 2013 Solucion:
a) Considerando los vectores AB = (5-3,1-2,1-0)=(2,—-1,1), AC = (2-3,0-2,-1-0)=(—1,-2,-1)
como solo interesa la direccion cambiamos el signo al ultimo.
r—3 y—2 =z
T 2 -1 1|=0; 3x4+y—52—11=0
1 2 1

b) Considerando el vector DE = (2—1,-6—2,0—1) = (1, -8, —1) como solo interesa la direccién cambiamos
el signo (—1,8,1)
rz—1 -2
roZ -
-1 8

¢) Veamos si el vector ortogonal de 7 es perpendicular al direccion de r: (3,1, —5)-(—1,8,1) = =3+8—-5=0,

por tanto la recta es paralela o estd contenida en el plano, comprobemos si un punto de r por ejemplo el
D(1,2,1)estaenm: 3-14+2—-5-1—11=—11# 0, por tanto la recta no esta contenida en el plano.

La recta y el plano son paralelos.
CUESTION B.3: Considere la funcién dada por
x
) 0
fay={ 1o 7

—1 st =0

a) Demuestre que la funcién es continua en todo R.
b) Determine si la funciéon es derivable en z = 0 y, en caso afirmativo, calcule f’(0).
selen Jun 2013 Solucion:

a) Es continua siempre por ser resultado de operaciones entre funciones continuas salvo quizé donde se parte
el dominio o se anula el denominador que es en x = 0 donde vamos a estudiarla:

9
lim f(z)= lim —— =40 = lim =1
x—0~ z—0—- 1 —e® L’Hopital z—0— —e®
El limite es exactamente igual por la derecha, ademas f(0) = —1, luego si es continua en 2 = 0

b) Como la funcién es continua es suficiente comprobar que los limites laterales en x = 0 de la funcion
derivada coinciden
re’ —e” 41

!/ . _

.f(m)*WMx?éO
s A’ 1 0

lim f'(z) = lim ree—e +1_J3 . _
@—0~ a—0- (1 —e7)? L’Hopital

. e+ xe® —e” , et Y , e + xe® 1
lim ———————— = lim ————— =40 ) = lfm —— %
z—0- —2(1 —e®)e®  zm0- —2(e® — e2%) L’Hopital a—0- —2(e® —2e2*) 2

El limite es exactamente igual por la derecha
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1
Por tanto la funcién es derivable en z =0y f'(x) = 3

En este caso quiza sea mas simple aplicar la definicién de derivada:

h ht1l—e" h h 0
., f(0O4+h)—f(0) Tl . ieh , h+1-—e , h+1l-c¢ 0
4 =1 LA RS =t = € =1 I —— = X0 =
F1(0) = Jim, h hso h hs0 hs0 (L —eh)  h=0 h— heh L’Hopital

i 1—eh 9 i —el 1
m —— = - lim —-— = —
h—0 1 — el — hel L’Hopital h—0 —eh —eh — heh 2

= CUESTION B.4:
a) Encuentre una primitiva de la funcion f(z) = artgz.
b) Calcule el area del recinto limitado por la gréfica

de la funcion f(x) y el eje de abscisas entre x =0y z = 1.

selen Jun 2013 Solucion:

dx 2x

uw=artanz; du= o 1/
’ =zartanrz— | ——dx =xartanz——= | —— dx =
1+ 22 2] 1422

a)/artanmdm: 1+ 22

dv=dr; v==x

1
Tartanx — 5111(1 +2%) +C

b) La funcién es positiva en el recinto de integracion

! T 1

1 1
=artanl — 5 In(2) — (artan0 — 5 In(1)) = — — =In2 u?

1
1
S = tanzdr = |zartanz — = In(1 + 2?
/Oar anz dx |:T(1T anx 211( + ) 173

0






EBAU Matematicas II (Murcia) 15

Ano 2012

15.1. Septiembre 2012

= CUESTION A.1:

a) Determine para qué valores del parametro a el conjunto de vectores S = {(1,a,1), (1 —
a,a—1,0),(1,1,a)} forma una base de R3.

b) Estudie el rango del conjunto de vectores S en los casos en que no forme una base de R>.
selen Sep 2012 Solucion:

Anulamos el determinante para estudiar el rango del conjunto de vectores:

1 a 1
l1—a a—1 0 |=a®—3a+2=0 que tiene de soluciones: a = —2,a = 1
1 1 a

a) Por tanto los vectores son linealmente independientes y por ser tres forman base siempre que a # —2, 1

1 -2 1
b) Para a = —2 la matriz formada por sus coordenadas es: 3 =3 0 que contiene un menor de
1 1 =2
orden 2 no nulo, el rango por tanto es 2.
1 1 1
Para a = 1 la matriz formada por sus coordenadas es: 0 0 0 | cuyorango es 1.
1 1 1

= CUESTION A.2:

Determine la ecuacion implicita (o general) del plano que contiene al punto A = (0,1,2) y
2ty —z=—1
es perpendicular a la recta r : THy-— 2
r—y+z=3
selen Sep 2012 Solucion:

El vector director de la recta nos sirve como vector ortogonal del plano buscado. Lo obtenemos del producto
vectorial de los dos vectores ortogonales de los planos que definen la recta:

169
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== —3;' — 3/;:., como interesa solo la direccién tomamos el vector (0,1, 1)

=N s
\
—
|

El plano perpendicular a la recta es por tanto: y + z + D = 0, haciendo que pase por el punto A = (0, 1,2):
1424+ D =0quedael planoy+2z -3 =0

s CUESTION A.3:

rz+1
r—1

Dada la funcion f(z) = — 1, se pide:

a) Dominio de definicion.
b) Calcule lim+ f(z). (Es posible calcular también lim f(x) 7 Justifique la respuesta.

rz—1—
c) Calcule lim f(x)

T——+00

selen Sep 2012 Solucion:

a) Estudiamos el signo de lo que hay dentro de la raiz:

Hallando las raices de numerador y denominador resulta que delimitan region de cambio de signo de

r==1
x | -1 1
v+ 1 ‘ .
rz—1
Por tanto el dominio es Dom/(f) = —1]U (1, 00)

T >}=m

No es posible hallar lim f(z) porque a la izquierda de 1 no existe funcion.
z—1—

¢) lim f(z)= lfm T< “11>{oo-(11)oo-0}

T ——+00 T—r+00 x—1

Multiplicamos y dividimos por el conjugado:

1 -+ 1 c+1
o2 Tl Y -
r—1 r—1 , r—1 , r—1
= lim —1*1

Hm = m —=
r—+00 3;_}'_1 r—+00 x + r——+00 3;_}'_1
+1 +1 +1
z—1 r—1 z—1

2x
HT L _11 = Donde el numerador y el denominador de la fraccion principal tienen limite:
Tr—r+00
T+ 1
r—1
— 2 —
VT4
» CUESTION A.4:
€2z
De todas las primitivas de la funcion f(z) = e encuentre la que pasa por el punto de
e

coordenadas (0, 1).

selen Sep 2012 Solucidn:
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Hacemos el cambio e* = ¢ diferenciando e*dx = dt

/ © dr = /e e, de = [ ——dt = / 1———)dt = t—In(l +1t) = deshaciendo el cambio
1+e® 1+e® 1+t 1+t
=" —In(l+e*)+C

La que pasa por (0,1) es 1 =€ —In(1+¢€%) +C;1=1-1n2+ C. Resulta C' = In2

La primitiva buscada es F(z) = ¢® —In(1 +¢e*) +1In2

= CUESTION B.1:

0 3 4
a) Dada la matriz A = 1 —4 —5 |, calcule las potencias A2, A3 y A%,
-1 3 4
b) Calcule A%,
selen Sep 2012 Solucion:
0 3 4 0 3 4 -1 0 1
a)A?=| 1 —4 -5 |.| 1 -4 -5 |=| 1 4 4
-1 3 4 -1 3 4 -1 -3 -3
0 3 4 -1 0 1 -1 0 0 1 0 0
A= 1 -4 5 |.| 1 4 4 =0 -1 0 |==[010]=-1
-1 3 4 -1 -3 -3 0o 0 -1 0 0 1
Siendo I la matriz unidad de orden 3
Visto lo cual:
0 3 4 0 3 4
At=-1.| 1 -4 -5 |=-| 1 -4 -5
-1 3 4 -1 3 4
-1 0 1 -1 0 1
b) A2012 _ 4670-3+2 _ (A3)670 DA — (71)670 . 1 4 4 _ 1 4 4
-1 -3 -3 -1 -3 -3
» CUESTION B.2:
Considere las rectas r y s dadas por las ecuaciones
x Y 246 r—5 y—1 2-—6
ro— = = S5 = =
7 a—4 bHa—©6 3 —1 4
a) Estudie la posicion relativa de r y s en funcion del pardametro a.
b) Calcule el punto de corte de r y s en los casos en que se corten.
selen Sep 2012 Solucion:
a)
_ =4
Consideremos punto y vector direccion de cada recta: r : { 5(0’((;” aﬁj 4,50 6) s: { g(i’ (1’76)17 2

Estudiamos el rango de la matriz formada por los dos vectores:
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—4 — —4 5 —
( ; a_l 5a4 0 ) Anulamos los dos menores: a_l ‘ =—-T7-3a+12=0;a = g ‘ ; 5a4 0 ‘ =
28 —15a+18 =10 16
—15a —0:q= —
' 15
Por tanto Va € R el rango es dos, nunca son paralelos, por tanto las rectas se cruzan o se cortan.
3 -1
(También se podria haber visto que la proporcionalidad de los vectores: - = 1°% 5 es imposible
a— a—

para cualquier valor de a)

Para que se corten ha de ser ran(Pﬂij7 W) = 2. Basta anular el determinante de la matriz que forman:
5 1 12
7 a—4 5a—6|=24a—-96=0;a=4
3 -1 4

Resumiendo: Para a = 4, las rectas se cortan; para a # 4 las rectas se cruzan.

x="Tt
b) Para a = 4, la recta r queda: r: { y =0
z=—6+ 14t
. . . t—-5 -1 8 )
Que sustituyendo en la primera igualdad de s resulta: 3 = —7t—-5=3;t = = sustituyendo este valor
z =28
en r obtenemos: 7 : y=20
z=—6+16
El punto de corte de las dos rectas es (8,0, 10)
CUESTION B.3:
22 —3x+a si <0

Considere la funcion dada por f(x) = { bt bal si w0

Determine los valores de los pardmetros a y b para los cuales f(z) es continua y derivable en

todo R.
selen Sep 2012 Solucion:

La funcion es continua y derivable en todo R por tener expresion polinomica, salvo en z = 0 en que se parte
el dominio, vamos a estudiarla:

Estudiamos los limites laterales en x = 0:
lim f(z) = lim (2°> =3z +a) =a

x—0— r—0—

1f = lim (—2® +bx+b+1)=b+1
g S @) = By e be b =0y

Para que sea continua han de coincidir: a = b+ 1

20— 3 si <0

Ahora hacemos la funcion derivada: f(z) = { Cowab si o250

Para que sea derivable, partiendo de que f(z) es continua, han de coincidir los limites de la funcion derivada

en r = 0:
lim f'(x) = lim 2z —3) = -3
r—0— r—0—

If = lim (-2 b)=1>
g f@) = i, (2w +0)
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Para que sea derivable han de coincidir: —3 = b

Por tanto la funciéon f es continua y derivable siempre para a = —2,b = —3

s CUESTION B.4:
3

6 + 222’
verticales que pasan por los puntos de inflexion de dicha curva.

Calcule el area comprendida entre la curva y = el eje de abscisas y las rectas

selen Sep 2012 Solucion:
La funcion es siempre positiva por tanto la integral dara directamente el area.

Para obtener los puntos de inflexién anulamos la segunda derivada:

;o 122
(64 222)
"_ 72(2% — 1)
(6 +222)°

Los puntos de inflexion corresponde a x = +1, como la funcion es simétrica respecto a OY el area vendra

-1
3
dada por: S = 2\/0 mdl’

Calculamos la primitiva, que por no tener raices en el denominador es tipo ar tan:

/ k le’:/ /62 xi/limdl‘ \/_/ ‘zﬁartaniJrC
J 6+22 S+ 1+ () 1 ( 2 V3

13 V3 z 1" V3 1 \/§
72(1.7: = — |artan—| = — (artan— —artan(0 | = —
Jo 642 2 V31 2

u2

T
El area es por tanto



174 Ano 2012

15.2. Junio 2012

= CUESTION A.1:
a) Discuta el siguiente sistema de ecuaciones en funcion del pardmetro a:

rT+y+z=2
T+ ay+a?z=—1
ar + a*y +a®z =2

b) Resuelva el sistema cuando sea compatible

1 1 1

selen Jun 2012 Solucién: En la matriz de coeficientes M = 1 a a? es facil ver que el determinante
2 3
a a® a

es cero pues la dltima fila es la anterior multiplicada por a, luego el rango de M es como maximo 2.

Por tanto para tener un menor de orden méximo recurrimos a la ampliada:

1 1 2
1 a -1|=d*4a-2 que se anula para a =1,a = —2
a a® 2
En consecuencia: para a # 1,a # —2 rango(M) <3 = rango(A) SISTEMA INCOMPATIBLE
1 1 1 2
Para a = 1 la matriz ampliada del sistema es: 1 1 1 -1
1 1 1 2

En la que es inmediato ver que rango(M) =1 <2 = rango(A4) SISTEMA INCOMPATIBLE

1 1 1 2
Para a = —2 la matriz ampliada del sistema es: 1 -2 4 —1 |, podemos eliminar la tultima fila y
-2 4 -8 2
queda rango(M) = 2 = rango(A4) SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO con soluciones dependien-
tes de un parametro.

. -9
b) Se trata de resolver el sistema para a = —2 que es compatible indeterminado: r : Tyt
r—2y+z=-—1
. r+y=2-—z .
Pasamos z al segundo miembro: r : que por Cramer da de soluciones:
r—2y=—1—4z

. . . 1

Determinante de la matriz de coeficientes: 9o | = -3
’ 2—z 1 ’ ’ 12—z
—1—4z —1 62 — 3 1 —1-4z —-32—3
-3 -3 -3 -3

= CUESTION A.2: Considere la recta r y el plano m dados por las ecuaciones
r+1 y—1 2z-2 _ B
5 = 1 = 1 mir—2y—z=4

a) Calcule el angulo que forman la recta r y el plano .

T

b) Determine el plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 7.

selen Jun 2012 Solucion:
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P(~1,1,2)
5

Consideremos punto y vector direcciéon de la recta: r : { (2, ~1,1)
v = sy Ty

El vector ortogonal al plano 7 es @ = (1, -2, —1)

a) Es el menor angulo que forma la recta r con su proyeccion ortogonal sobre

el plano.

Se halla a partir del &ngulo que forman el vector direccion de la recta y el vector

ortogonal del plano, el &ngulo buscado es el complementario. /

vai | 2421 31 / __________ |/(/
VAT I+I/IF+4A+1] 6 2

Por tanto el d4ngulo de r y 7 es 30°

Cosx =

|01

ar cos = = 60°

b) El plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano 7 contiene al punto y al vector de la recta
y al vector ortogonal del plano:

r+1 y—1 z-2
2 -1 1 =0 z4+y—2+2=0
1 -2 -1
= CUESTION A.3:
202 +ar+b si <1

Considere la funcién dada por f(x) = { a1 § ozl

Determine los valores de los pardmetros a y b sabiendo que f(z) cumple las siguientes pro-
piedades

a) f(z) es continua en todo R;

b) f(z) tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x = 0.
selen Jun 2012 Solucién:
Estudiamos los limites laterales en x = 1:
lim f(z) = lim (22 +azx+b)=2+a+b
z—1— r—1—
It )= lim (Inz —1) = —1
Jim, f(@) = Jlim (ne =)
Para que sea continua han de coincidir: 24+a +b = —1

Ademés si tiene un extremo relativo en x = 0 la derivada ha de anularse en & = 0 por tanto como su expresion
en ese punto es f/(z) = 4 + a; luego f'(0) = 0 resulta

Sustituyendo en la ecuacién 2+a+ b= —1queda 2+b=—1,| b= -3

s CUESTION A 4:

1
a) Encuentre una primitiva de la funcion f(z) =

1+ Ve

b) Calcule el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f(z) y el eje de abscisas
entrer =0y x=9.

selen Jun 2012 Solucién:

a) Cambio de variable:
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/ L 2=t —/ ! 2fdt—/ S dt =2t —2In(1 +t) =
J 1+x T Vde=2eat [ ) \T5¢) YT 1+t) 7 . o

=2z —2In(1 +z) +C

b) Como la funcion es siempre positiva el area viene dada directamente por la integral:

9
1
S:/O mdm:[2\/_—211&(1—&—\/5)]2:2\/5—2111(1—&—\/5:6—21114:3,227112

= CUESTION B.1:

Se dice que una matriz cuadrada A es ortogonal si cumple que A’- A = I, donde I denota la
matriz identidad y A’ es la traspuesta de A.

Determine para qué valores de los pardmetros a y b la siguiente matriz es ortogonal

a —a b
A=l a a 0
0 b -1
selen Jun 2012 Solucién:
a —a b a a 0 b>+2a> 0 —ab—b 1 00
A- A= a a 0 | —a a b = 0 2a> ab 01 0 |=
0 b -1 b 0 -1 —ab—b ab b2 +1 0 0 1
Identificando elementos:
tercera fila tercera columna: b + 1 = 1 resulta
segunda fila segunda columna: 2¢% = 1 resulta| a = %
= CUESTION B.2:
r=1+2\—p
a) Halle la ecuacion implicita (o general) del siguiente plano 7 : y=-3+A
z2=2+3u

b) Determine la ecuacion de la recta que es perpendicular al plano 7 y pasa por el punto
(—1,2,3).

selen Jun 2012 Solucion:

a) Nos dan las ecuaciones paramétricas del plano, en ellas figuran un punto y dos vectores direccion: punto:
(1,-3,2), vectores direccion: (2,1,0),(—1,0,3)

Planteamos la ecuacién matricial y efectuamos el determinante:

r—1 y+3 2-2
T 2 1 0 =0; 3x—6y+2—23=0
-1 0 3

b) En la ecuacion general del plano aparece un vector ortogonal al mismo (3, —6, 1) que nos servira de vector
r+1 x—2 x-3

—6 1

direcciéon de la recta perpendicular:
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= CUESTION B.3:
2

-9
yr -2 , se pide:
r—1

a) Dominio de definiciéon y cortes con los ejes.

Dada la funcion f(z) =

b) Estudio de las asintotas (verticales, horizontales y oblicuas).

¢) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos (méximos y minimos).

d) Representacion grafica aproximada.

selen Jun 2012 Solucion:

a) El radicando ha de ser mayor o igual que 0 y el denominador no puede ser cero, por tanto:

Dominio R — (-3, 3)
Corte con OX se hace y =0 resulta x = +3
Corte con OY se hace x = 0 no hay.
b) Asintotas:
Verticales seria en © = 1 pero no existe la funcién alrededor.
Horizontales: y = n

Al no ser racional hay que estudiarla por lo dos lados:

1-— 2
2 — 2
n= lim f(z)= lim = lim — =1
T—00 r—00 I — z—oo ] — <
9
, , 2 -9 dividimos numerador , T 22
n= lim f(z)= lim — = . lim —— =
oo e—-oco T —1 y denominador por |x| [ z2=~oc ERE]
Asintota horizontal y = 1 por la derecha, y = —1 por la izquierda.

Como hay asintotas horizontales no puede haber oblicua.

¢) Estudiamos el signo de la derivada:

x 9
9—x
)= ——— Y + — Hay un méximo en x = 9.
' x—1)2va?2 -9 '
( ) y / pY
y = Va2—9
Es interesante estudiar punto de corte con la asintota: ‘ L z—1
Y=
x> -9 2 2, 2 2
71:1; 22 -9=z—-1;2"-9=(x—1)%2° -9 =2 — 2z + 1; 2z = 10;
o —

Tr =9

14
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= CUESTION B.4:

2

a) Encuentre una primitiva de la funcién f(z) = —
e

b) Calcule el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f(z) y el eje de abscisas
entrer =0y x =1.
selen Jun 2012 Solucién:

a) Por partes:

n 2 3 o 2 o . o -
7 do — [ 2207 dp — = ) du = 2xdx b ey [operdn — U= 23:7 du = 2dx o
J e* dv =e *dx v=—e* dv = e *dr v= —e"

—x2 -2 —2

eL

+C

—z%e™% — 2ze™® + / 2e dr = —x2e™ — 2xe " — 2 =

b) Como la funcion es siempre positiva el area viene dada directamente por la integral:

1.2 2 1
: 2222 -5
S = T—,dwz{iw ‘ }=—+2:0’16u2.
0 (&
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15.3. Muestra cn2 diciembre 2011

2 5

= CUESTION A.1: a) Dada la matriz A = ( 1 9

) =, demuestre que A?> = —1I, donde [
denota la matriz identidad 2 x 2.

b) Utilice la propiedad del apartado a) para calcular A",

muestra dic 2011 Solucion:

) 2 5\ (2 5 \_(4-5 10-10\_(-1 0)\_ ,
-1 -2 -1 -2) \-2+2 —-5+4 ) \ 0 -1/)

b) A0 = (A2)50 = (- =1

= CUESTION A.2: Considere las rectas r y s dadas por las ecuaciones

. r—y+z=1 S.$+2_y—1_z—3+a
| 2r+y—2=2 32 a

a) Demuestre que, independientemente del valor del pardametro a, las rectas r y s se cortan.

b) Determine el valor del parametro a para que r y s sean perpendiculares

muestra dic 2011 Solucion:

a)

Hallemos un punto y un vector direccion de la recta r(es facil resolver el sistema sumando las ecuaciones)

. punto P(1,0,0) punto Q(—2,1,3 — a)
" | vector v = (0,1,1) vector W = (3,2, a)
PQ=(-3,1,3—a)

para la otra recta s : { , ademas consideramos el vector

Es inmediato ver que ¢ = (0,1,1) y @ = (3,2, a) no son proporcionales Ya por tanto las rectas se cortan o se
cruzan: hacemos el determinante

-3 1 3—-a
[P_‘Q7 v,wl=1] 0 1 1 = 0, por tanto las rectas sin ser paralelas estan en un plano, concluimos que
3 2 a

para cualquier valor de a las rectas se cortan
b) Las rectas seran perpendiculares cuando el producto escalar de sus vectores direccion sea nulo:

v-w=(0,1,1)-(3,2,a) = 2+ a = 0 Por tanto r y s son perpendiculares cuando a = —2

= CUESTION A.3: Dada la funcién f(x) = 2° + ax® + bz + ¢, determine los valores de los
parametros a, b y ¢ sabiendo que f(z) cumple las siguientes propiedades:

a) f(z) tiene un extremo relativo en el punto de abscisa x = —1;
b) f(z) tiene un punto de inflexiéon en el punto de abscisa z = 0;

c) f(x) corta al eje OX en el punto de abscisa © = —2.

muestra dic 2011 Solucion:
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Hallamos las derivadas: f'(z) = 32% + 2az +b;  f”(x) = 62 + 2a y aplicamos las condiciones:
f(z) tiene extremo relativo en x = —1, por tanto f'(—=1) =0, 3—2a+b=0
f(x) tiene un punto de inflexién en z = 0, por tanto f”(0) =0, 2a=0
f(x) pasa por el punto (—2,0) por tanto f(—2) =0, —8+4+4a—2b+c=0
3—2a+b=0
queda por tanto el sistema: 2a =0 de soluciéon a = 0,b = —3,¢ = 2. La funcién es

—8+4+4a—2b+c=0
flz)=2%-32+2

» CUESTION A.4: a) Encuentre una primitiva de la funcién f(z) = 2* sen(x).

b) Calcule el area del recinto limitado por la grafica de la funcion f(x) y el eje de abscisas
entre xr =0y z =m.

muestra dic 2011 Solucién:
=22 du=2zd =2 du=2d
a) /:1:2 sen xdr = v=a v rar = —22cos :13+/ 2x cos xdr = v o * =
dv =senxdr v= —cosz dv =cosxdx v =senz

2

—m2005x+2msen1’—/25en1’dw:—1* cosx +2xsenx +2cosx + C

b) f(x) es siempre positiva en [0, 7] luego la integral da el area directamente:

™

s= - (-2 (1) - () =n—4

s
/ 2% senzdr = [7.7:2 cosx + 2xsenx + 2 cos x}
0

= CUESTION B.1: a) Discuta, en funcién de los parametros a y b, el siguiente sistema de

ecuaciones:
r+3y—2z2=2

r: 3r—y=>
ar+y—z=23

b) Si es posible, resuélvalo para a =2y b = 4.

muestra dic 2011 Solucion:

1 3 =2
El determinante de la matriz de coeficientes es [M|=| 3 -1 0 |=4-2a
1 -1

Por tanto si a # 2 y para cualquier b ran(M) = 3 = ran(A) = n° de incognitas, el sistema es compatible
determinado.

1 3 -2 2
Para a = 2 queda la matriz ampliada: A= 3 -1 0 b

2 1 -1 3

3 -2 2

Es inmediato ver que ran(M) = 2. Tomamos el menor | —1 0 b |=b—4
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Para b # 4, ran(M) = 2 < 3 = ran(A) el sistema es incompatible.

13 -2 2
Para b # 4 queda la matriz ampliada: A= | 3 —1 0 4 | podemos eliminar la tltima fila,
2 1 -1 3

ran(M) =2 = ran(A) < 3 = n° de incognitas, resulta el sistema compatible indeterminado

b) Corresponde con el ultimo caso, dejamos las dos primeras ecuaciones:

. r+3y—2z2=2
’ 3x—y=4

Resulta poniendo las soluciones en funcion de z que y =3x — 4,z =5z — 7,2 € R

= CUESTION B.2: Considere las rectas r y s dadas por las ecuaciones
r—4 y—3 z-5 S'{Qa;—z:2

TR T o T

a) Determine la ecuacion de la recta que es perpendicular comtn a r y s.

y=-1

b) Calcule la distancia entre r y s.
muestra dic 2011 Solucioén:

Hallemos un punto y un vector direccion de la recta

. punto P(4,3,5)
" | vector v = (3,—-1,4)

Para la otra recta, reordenamos es sistema para que quede la recta en paramétricas: s : y=—

punto Q(0, —1,—-2)

Obtenemos asi punto y vector direcciéon de s : .
vector @ = (1,0,2)

a) Es inmediato ver que v = (3,—1,4) y @/ = (1,0, 2) no son proporcionales por tanto las rectas se cortan o
se cruzan:

La perpendicular comuin tiene como vector direccion el vector perpendicular a los vectores direccion de las
rectas dadas:

ik
3 —1 4 |=-2{—2j+k tomamos como vector: @ = (=2, —2,1)
1 0 2

Ahora hallamos el plano que contiene a una de ellas y contiene a este vector:

Por ejemplo el plano que contiene a r

r—4 y—3 z-5

3 -1 4 =0, Tr—1ly—8z+45=0
-2 -2 1
r=1
Ahora hallamos el punto de interseccion de este plano con la recta s : y=-—1
z=—242t

Tt —11(—1) — 8(=2+2t) + 45 = 0; t = 8 sustituyendo obtenemos el punto de corte: (8, —1,14)
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r=8_yrl_ gy
R

b) Se halla el plano que contiene a r y es paralelo a s, y luego hallar la distancia de un punto cualquiera P

La perpendicular comtun es:

de s al plano:

—

Plano 7 que contiene a r y es paralelo a s: tiene como vector ortogonal el ya hallado: @ = (—2,-2,1),
suecuacion general es pues —2z — 2y + z + D = 0 sustituyendo el punto P(4,3,5): —2-4—-2-345+D =
0, D=9,elplanoesw: —-2x—2y+24+9=0

-2-0-2-(-1)—249 9

9
Entonces: d(s,r) =d(Q,n) = =—==-=3
(:7) @.m) V22 422 412 ’ 9 3

32 4+ar+2 si x<0

CUESTION B.3: Considere la funcién dada por f(z) = { A Sr42 siow>0

a) Demuestre que, independientemente del valor del parametro a, f(z) es continua en todo
R.

b) Determine el valor del parametro a para que f(x) sea derivable en todo R.
muestra dic 2011 Solucion:

a) Recordemos que una funcion f(x) es continua en un punto xo cuando los limites laterales son iguales a
f (o)

La funcion viene dada por expresiones polindémicas, luego es continua siempre salvo quiza donde se parte el
dominio: en x =0

mﬁ(3z2+az+2) =2

11 = 1Ii
Jm f(z) =l

lim f(x) = lm (—2® 4 5z +2) =2

z—0t z—0t
f(0) =2, luego si es continua en 2 = 0
b) Por la misma razon la funcion es derivable en todo R salvo quiza donde se parte el dominio: en x = 0

6r+a st x<0

La funcion derivada viene dada por f/(z) = { ozt 5 i >0
-2 +5 si

Para que la funcién sea derivable en = = 0 hacemos que coincidan los limites de la derivada por los dos lados:

lim f'(x) = lim (6x +a)=a
r—0~

r—0~
It () = lim (—2z+5) =5
A S = Jlig o)

6r+5 st <0

Por tanto para que la funcion sea derivable en todo R tiene que ser a = 5 y serfa: f'(x) = .
—2rx+5 st x>0

CUESTION B.4: Calcule el area comprendida entre la curva y = 91 352"
x

y las rectas verticales que pasan por los puntos de inflexion de dicha curva.

el eje de abscisas

muestra dic 2011 Solucion:

Las inflexiones seran puntos donde se anule la derivada segunda:
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—24x -z
@)= ——rs=24———
F'@) = Ggme = Horaan
-9+4+9
() = 4@_':F7356)z)) que se anula para z = —1, z=1
Como la funcion es par la grafica es simétrica respecto al eje de ordenadas y el area sera el doble del area
1
4
limitada entre z = 0 x = 1 que por ser positiva la funcion es directamente la integral: / 9_i_ngc
0 X
Calculemos primero la primitiva que es de tipo arcotangente:
1
4 4 [ 1 4 1 4 1 4 73 4
/7da::—/—dx:—/72 dx:—/ \/—/ V3 = \/gartan -
9+32° 3/ 34227 T3 ) 311 8)" 9/ | =) 1+(L 9 V3
\/5 \/5

Entonces:

/1 1 dx 4\/_ [artan <i>r—% [artani—artaHO} =
0 9+ 322 9 V3)l, 9 V3 B

4\/§(ﬁ_0>_2\/§z_2\/§
9 \6 "9 3 21"

43

El area pedida es por tanto: S = ST u? = 0’8061 u?
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16.1. Septiembre 2011

1 11

a b c
Ty z

valor del siguiente determinante, indicando en cada paso qué propiedad (o propiedades) de

= CUESTION A.1: Sabiendo que = 6, calcule, sin utilizar la regla de Sarrus, el

los determinantes se esté utilizando.

M

selen Sep 2011 Solucion:
5 5 5
a b c =
S+3a 4430 543c
Un determinante en el que los elementos de una linea es suma de varios sumandos es igual a la suma de los
determinantes que resultan de tomar los primeros sumandos, los segundos, etc.

5 5 5 5 5 5

a b c¢c|+| a b ¢ |=
z Yy =z ‘ ‘ ‘

5 5 3 3a 3b 3¢

Como el ultimo determinante tiene dos filas proporcionales vale 0.

Como al multiplicar una linea por un ntmero el determinante queda multiplicado por ese nimero. Podemos
sacar el factor 5 de la primera fila multiplicando y el 2 de la tercera dividiendo:

1 1 1

- 4
= CUESTION A.2: Determine el punto de la recta r : rts _ Y _1: > = Z;

del origen de coordenadas y del punto A = (3,2, 1).

que equidista

185



186

Ano 2011

selen Sep 2011 Solucion:
Vamos a hallar el plano mediatriz del segmento OA y luego haremos la interseccion de la recta con él.

El plano mediatriz w es el perpendicular por el punto medio:

3 1 3 1
Vector ortogonal a m: ¥ = (3,2,1); 7 : 3z+2y+2z+D = 0, pasa por el punto medio (57 1, 5), 3§+2+§+D =
0, D=-7, 7m:3x+2y+2—-7=0
r=-3+42t
Ponemos la recta en forma paramétrica: r: ¢ y = —54 3t y sustituimos en 7:
z=—44 3t
r=-3+4=1
3(=3+2t)+2(—=5+3t)+ (—4+3t) —7=0; t=2resultael punto: ¢ y=-5+6=1
= —4+46=2

El punto pedido es: (1,1,2)

CUESTION A.3: Dada la funcién f(z) = 2 — 62* + 8z, se pide:

a) Determine los puntos de la grafica de f para los cuales la recta tangente es paralela a la
bisectriz del segundo cuadrante.

b) Determine si, para alguno de dichos puntos, la recta tangente a la grafica coincide con la
bisectriz del segundo cuadrante.

selen Sep 2011 Solucion:

a) Derivamos: f’(z) = 32% — 122 + 8, buscamos los puntos en los que la pendiente es —1:

f(z) = —1; 32° — 122+ 8 = —1 Da como soluciones z = 1, = = 3, hay dos puntos en los que la reta
tangente a f es paralela a la bisectriz del segundo cuadrante, sutituimos en f para obtener la otra coordenada
del punto de tangencia: f(1) = 3; f(3) = —3. Los puntos son por tanto (1,3), (3,-3).

b) Las rectas tangentes por esos puntos son: y — yp = m(x — o)
y—3=-1Uz—-1); y=-2+6

y+3=—1(x—3); y= —u, esta es la bisectriz del segundo cuadrante.

CUESTION A.4:

a) Calcule la integral indefinida / ene

1+ cos?z

/2
b) Evalte la integral definida / e
o 1l+cos?x

selen Sep 2011 Solucion:

sen x "(x
a) / ——dx es inmediata de la forma arco-tangente / Ldl’;

1+ cos?x 1+ (f(x))?
senx —senw
[ et = | et = -oranteosa) + ©
/2 senx /2
b) 1_’_72(]7’ = [—artan(cosx)|,’” = —artan(cos7/2) 4+ artan(cos0) = —artan(0) + artan(l) =
0 cos? x

w/4
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= CUESTION B.1: a) Determine para qué valores del pardmetro a la matriz

a’> a a
A= a a® 1

a 1 a®
es regular.

b) Estudie el rango de la matriz A en los casos en que no sea regular.
selen Sep 2011 Solucion:

a) Regular quiere decir que el determinante es distinto de cero.

a® a a
a a® 1 |=a®—-2a*+a* =0 da como soluciones a = 0,a =1,a = —1
a 1 a2

Por tanto la matriz A es regular para a distinto de los valores a = 0,a = 1,a = —1

b) Veamos el rango para esos valores:

0 0 0
Para a =0 la matrizes: | 0 0 1 |, el menor de orden 2 senalado da el rango que es 2.
0o 10
1
Paraa =1lamatrizes:| 1 1 1 |, que tiene rango 1.
1
1 -1 -1
Para a = —1 la matriz es: | —1 1 1 , que tiene rango 1.
-1 1 1

» CUESTION B.2: Considérense los puntos A = (2,0,1) y B = (2,0,3), y la recta

x+1 vy 2-=2
T =
-1 0 0

Determine los puntos C' de la recta r para los cuales el area del tridngulo ABC' es 2. (Indi-
cacion: hay 2 puntos C que son soluciéon del problema).

selen Sep 2011 Solucion:

Sabemos que el area del paralelogramo determinado por dos vectores a y 5., viene dado por |@ A 5|

@Aﬁ(:z;.

1
Por tanto queremos que 3 ’@ A ﬁ ‘ = 2, es decir

r=—-1—1
Ponemos la recta en paramétricas: r: ¢ y =10 , luego E = (0,0,2), ﬁ =(-1-t-2,0,2-1)=
z=2
(=3 —1,0,1), sustituyendo:
i j ok
f@ A ﬁ = 0 0 2 |=(6+ 2t)j vector: (0,6 + 2¢,0), por tanto el modulo:
-3—-t 0 1

i 6+2t=4; t=-1;(0,0,2)
V6202 =4; 6+ 2t =44, ’ i
(6+2) 04 ’{6+2t=—4; t=-5;(4,0,2)
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Los puntos de r solucion son C(0,0,2) y C’'(4,0,2)

CUESTION B.3: Dada la funcién f(x) = x — 23, se pide:
a) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto (1,0).

b) Calcule los puntos de corte de dicha recta con la grafica de f.
selen Sep 2011 Solucion:

a) La recta tangente por un punto de abcisa zq es: y — yo = m(x — xq)

yo = f(1) = 0 como era de esperar.

m=f'(1); f(z)=1-32% [f(1)=-2

La tangente a la curva es y = —2(xz — 1), y=—2zx+2

b) Los puntos de corte entre las dos resultan de resolver en sistema:

.3
{yxgi2§ r—2®=-20+2 2°-3z+2=0
Yy=—x

1 0 -3 2
1 1 -2 ; Queda: 2’ +zx—2=0;z =
1 1 -2 0

Por tanto la tangente y la curva se cortan en (1,0) punto de tangencia y en (—2,6).

1

—1+v1T+8 -1+3 (1
2 T2 T =2

CUESTION B.4:
a) Calcule la integral indefinida / e dx

1
b) Evalie la integral definida / v dx
0

selen Sep 2011 Solucion:

a)
a _ )2 _ n _ . _ n
/ e dr = = ) du = Qxc?x = .1’2617\/ 2eetdr = “= 21, du = Qd# = 22e*— |2ze® — / 2e”dx
. dv =e*dr v=e¢e" dv =e*dx v=2¢e"
v

2 — 226" + 2" + C

S|
b) / r2evdr = [$26w72$6I+26IL1):67264*267(0704*2):672
Jo
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16.2. Junio 2011

s CUESTION A.1:

Demuestre, sin utilizar la regla de Sarrus y sin desarrollar directamente por una fila y/o
r rz+1 z+2

columna, que A=| 2z x+3 x+4|=0
T r+5 x+6

Indique en cada paso qué propiedad (o propiedades) de los determinantes se esta utilizando.

selen Jun 2011 Solucion:

Tridngulando: Aplicamos que un determinante no varia si a una fila le sumamos una combinacion lineal de

las demés

" " 1 " 2 " " 1 " 2
Pl 2y ey | oeE] e
v . T\ 3efila—10 [

r x+5 x+6 0 4 4

Que por tener la segunda fila proporcional a la tercera vale 0

) 2y — bz = —2
s CUESTION A.2: Determine el plano que contiene a la recta s : U2y =02 }

dr — 3y — 22 = —1
r—=5 y+2 =z-17
-2 -1

y es paralelo a la recta

selen Jun 2011 Solucién:
Consideramos el haz de planos que contiene a la primera recta:
342y —5z+24+t(dx—3y—2z2+1)=0; B+4)c+2-3)y—B+2)z+2+t=0

Si el plano ha de ser paralelo a la recta el vector ortogonal del plano: (3 + 4¢,2 — 3t,—5 — 2t) ha de ser
perpendicular al vector direccion de la recta: (3, —2, —1). Por tanto el producto escalar ha de ser 0.

1
3(34+4t) —2(2—-3t)+ (—-1)(-5—-2t) =0; 20t+10=0; t= D)

Sustituyendo tenemos el plano pedido: 2x + 7y — 8243 =0

= CUESTION A.3:
T+1
Dada la funcion f(z) = e+t 7o se pide:
e’ —

a) Estudiar si existen asintotas verticales y calcular los limites laterales en caso de que las
haya.

b) Estudiar si existen asintotas horizontales y calcularlas en caso de que las haya.

selen Jun 2011 Solucién:

a) Por las caracteristicas de la exponencial el denominador se aproximaré a 0 cuando = se acerque 0.

Estudiemos los limites laterales

et +1 2

lim — =—=-0
z—0—- e — 1 0—

et +1 2

lim = — =00

z—0+ er — 1 0+
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Hay asintota vertical en x =0

b) Asintota horizontal y =n: n= lim f(x)
xT—r 00

Por incluir la funcion exponencial tendremos que estudiar los dos lados

x

lim f(z) = lim

. . :
T Dividiendo numerador y denominador por e”, resulta:

T—00 z—o0 T —
e’ 1
lim < 571+071
11m = 1 — 1 a =
r—oo & — = 1—-0
e” e”

Como lim e” = 0, resulta para el otro lado:

r—r—00
, , e+1 0+1
Luego por la izquierda —oo la asintota es y = —1, y por la derecha oo la asintota es y = 1

CUESTION A .4:

a) Calcule la integral indefinida / %dfﬁ utilizando el método de cambio de variable (o
x

método de sustitucion).
1
b) Calcule la integral definida / In(1 + 2%)dx, donde In denota la funciéon logaritmo nepe-

0
riano, utilizando el método de integracion por partes.

selen Jun 2011 Solucion:

dividiendo
=t t 12
a) Ve da::{i dx:2tdt}:/—2tdt:2/1 dt = cociente = ¢t — 1

14+ -dz = dt; 14¢ S+t
Ve 2w resto = 1
1 2
2/(t—1+1—H)dt:2(§—t+ln|l+t|) =2 =2+ 2l +t|=2-2vVz+2In(Vz+1)+C
' 9 u=In(l+2?), du=2de | 9 " 22

b)‘/ln(1+x)dm{dv:d$7 B I+ =zln(l+2°) — xmd:ﬁ

942 dividiendo 9
Hagamos ahora/—dx:cociente =2 :/ 2— dr = 2x — 2ar tanx

1+ 22 1+ 22

resto = -2

Luego / In(1+ 2%)dr = xIn(1 4 2?) — 22 + 2artanz + C

S|
/ In(1+ 2*)dz = [zIn(1 + 2°) — 22 + 2ar tan z] :1n272+2% :ln272+g
Jo

CUESTION B.1:

Discuta, en funcion de los pardmetros a y b, el siguiente sistema de ecuaciones. No hay que
resolverlo.

THay+2z2=3

r—3y—z=-—1

—r+8y+4z=>b

selen Jun 2011 Solucion:
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El determinante de la matriz de coeficientes es: |[M| =6 — 3a

Que se anula para a = 2, por tanto:
Para a # 2 y Vb, rango(M) = 3 = rango(A) = namero de incognitas: sistema compatible determinado.

T+2y+22=3
Para a = 2 queda el sistema: ¢ = —3y —z=—1

—x+8y+4z=1»
Consideramos el determinante obtenido de la matriz ampliada que resulta de quitar la segunda columna, las
dos primeras columnas incluyen un menor de orden 2 no nulo:

1 2] 3
1 —1] -1 |=15-3b
-1 4 b

Que se anula para b = 5, por tanto:

Para a =2y b # 5, rango(M) = 2 < 3 =rango(A): sistema incompatible.

Paraa =2y b =75, rango(M)=2 = rango(A) < 3 = ntmero de incognitas: sistema compatible indeterminado.
Infinitas soluciones dependientes de un parametro.

= CUESTION B.2:

Se llama mediana de un tridngulo a cada una de las rectas que pasan por el vértice de un
triangulo y por el punto medio del lado opuesto a dicho vértice. a) Calcule las tres medianas
del triangulo de vértices A = (5,—1,4), B = (—1,7,6) y C = (5,3, 2).

b) Compruebe que las tres medianas se cortan en un punto (llamado baricentro) y calcule
las coordenadas de dicho punto.

selen Jun 2011 Solucion:

—14+5 743 6+2
a) Mediana del vértice A: punto medio del lado BC' : i - i

= (2,5,4); el vector que une

2 7 2 7 2
A con el punto medio es: (2—5,5+1,4—4) = (—3,6,0) como solo interesa la direccion tomamos el vector
074 - (_17 270)5
r=5—t
la mediana de Aes ¢ y=—1+2¢t
z=4

5+5 —1+3 4+2

Mediana del vértice B: punto medio del lado AC' : ) = (5,1, 3); el vector que une

2 72 72

B con el punto medio es: (54+1,1—7,3—6) = (6, —6, —3) como sodlo interesa la direccion tomamos el vector
UE - (—27 27 1)7

r=—1-2t
la mediana de B es y="7+2t

z=6+t

5—1 =147 446

Mediana del vértice C: punto medio del lado AB : ( 7 ;_ , ;— ) = (2,3,5); el vector que une

C' con el punto medio es: (2 —5,3 —3,5—2) = (—3,0,3) como sodlo interesa la direccion tomamos el vector
UE‘ - (_1707 1)5
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r=5—t
la mediana de C' es y=3
z=2+4+1t

b) Vamos a calcular el punto de corte entre las medianas de A y de C', ponemos como parametro s en vez de
tenlade A

r=5—s r=>5—t
y=—1+2s y=3
z=4 z=2+4t
5—s=05—t
Tgualando coordenadas: —1+2s=3 La solucion es t = 2, s = 2 Sustituimos en la mediana de A para
4=2+t
obtener el punto que sera el baricentro:
r=5—-2
y=—1+4+4 Resulta: Baricentro: G(3,3,4)
z=4

Comprobemos que este punto esté en la mediana de B y con ello habremos respondido a todo lo que piden:

3=—-1-2t
3=7T7+2t' se verifica efectivamente para t’ = —2
4=6+1

Nota: Las coordenadas del baricentro vienen dadas directamente por la media aritmética de las coordenadas

5—1+5 —1+7+3 44+6+2
de los vértices del triangulo: G = ( 3 + , +3 S , S 3 + ) = (3,3,4)

CUESTION B.3:
Las manecillas de un reloj miden 4 y 6 c¢cm; uniendo sus extremos se forma un triangulo.

a) Demuestre que el area de dicho tridngulo viene dada por la funciéon A(x) = 12sen(x),
donde x denota el angulo formado por las manecillas del reloj.

b) Determine el d4ngulo que deben formar las manecillas del reloj para que el area de dicho
tridngulo sea maxima ;Cual es el valor de dicha area maxima? Se puede utilizar el apartado
a) aunque no se haya demostrado.

selen Jun 2011 Solucion:

a)

Area = '—l, como h = 4senz. Resulta:
6-4- o,
Ax) = %(l) = 12senx
b) Derivando: A’(z) = 12 cosx que se anula para z = g 4
T s

A + - /N
A s N
MAXIMO

El valor del area méxima es pues A(g) =12 seng =12 cm

2

s CUESTION B.4:
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3
a) Dada la funcion f(x) = 1 T definida para los valores —1 < z < 1, determine los puntos

)
de corte de la recta y = 4x con la grafica de f .
b) Calcule el area del recinto limitado por la recta y = 4z y la grafica de f .

selen Jun 2011 Solucion:

a) Busquemos los puntos de corte:

y=da 3

S: 3x dr = 1 3
Yy=———= — X
V=12

3 ’ 1
l—a2?=> 22=-
4

i
Y

1
Los puntos de corte son: x = 0,2 = :|:§

b) Como la figura es simétrica respecto al origen haremos la integral de la mitad:

: o 3 42 3 [ -2z 5 3 )
Primero la primitiva: /(496 - m)dw = + 3 / mdw =2z + 3 In|1— 27
La integral definida:

1/2 3 3 V2o o3 1 1 3 3
do — —— Vdz = [222 + Z1n |1 — 22 =2-+-In(1—-)—0==+ =In(=

. 3
Area encerrada por las dos curvas: S =1+ 31n(1) = 0,13695
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= CUESTION 1.A. Definicién de rango de una matriz. Calcular el rango de la matriz A en
funcion del pardmetro k.

11 -1

02 1
A=

1 3 0

11 k

selen Sep 2010 Solucion:

Hacemos un determinante del mayor orden posible, empezamos con el formado por las tres columnas que no

1 1] -1
incluyen parametro: | 0 2| 1 =0
1 3 0

Podemos eliminar la ultima fila que es combinacién lineal de las otras.

1 1 -1
Orlamos el menor de orden 2 no nulo con la restante fila: | 0 2 1 | =2k + 2 Por tanto:
1 1 k

Sik#—1,r(A) =3 Sik=—1rA) =2

» CUESTION 2.A. Calcular el punto mas cercano al punto P = (1,0, —1) de entre todos los
puntos del plano determinado por los puntos Q = (2,2,1),R = (0,1,2) y S = (0,0,1).
Calcular la distancia de punto P al plano.

selen Sep 2010 Solucion: Hallamos la ecuacion del plano, para ello consideramos el punto S = (0,0,1), y los
vectores direccion: 5@ = (2,2,0), 5@ =(0,1,1)

r y z-—1
2 2 0 =2z—-2y+2x—-2, mix—y+z2—1=0
0 1 1

Ahora hallamos la ecuacion de la recta perpendicular al plano que pasa por P = (1,0, —1) :

Como vector direccién de la recta nos sirve el vector ortogonal del plano:

195
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=1+t

P(1,0,-1) Tl

T = (1,-1,1) y=0-—t
T z=—1+4t

Para hallar el punto de intersecciéon sustituimos las paramétricas de r en la general de 7 :

e=1+3-4
l+t+t—1+t—-1=0; 3t—-1=0; t=1;4 y=0-1=-1
s=—141= 2

, 1 2

El punto del plano mas proximo a P es el (g,fg,fg)

La distancia entre los dos puntos que es la distancia de P al plano es:

1 1 2 1, 1 I
d= \/(1—5)2+(0+ §)2+(—1+§)2= \/(§)2+(§)2+(?)2 =5 = 0577350
- ., r+1 .
= CUESTION 3.A. Dada la funcion f(z) = 12 se pide:

i) Dominio y cortes con los ejes.

ii) Estudiar si existen asintotas verticales y calcular los limites laterales.
iii) Estudiar si existen asintotas horizontales u oblicuas y calcularlas.
iv) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

v) Representacion grafica aproximada.

selen Sep 2010 Solucion:

a) Dominio y regionamiento: Hallando las raices de numerador y denominador resulta que delimitan

region de cambio de signodey: x=—1,0 =42
z | -2 -1 2

y [+ -+ 1 -

_x+1

4 — g2

Por tanto: Dominio = R — {—2,2}
b) Puntos de corte con los ejes: Anulamos cada variable:

1
con OY : z =0, resulta y = 1

con OX :y=0,resultaz+1=0, z=-1
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c) Asintotas: Rectas tangentes en el infinito
verticales valores de = en los que la funcién se va a
infinito:
Asintotas verticales, valores de x que anulan al de- 2
nominador: x = —2,x = 2
1 g
Asintota horizontal y = n : n = lm f(z) =
1 T—r00
p r+1 = - . . >
}13504_3;2*0’ y=0 -3 2 -1 3
2
L. e+ 2x +4 _
d) Extremos y crecimiento: f'(x) = N Anu- !
—x

Veamos ahora los limites laterales en las asintotas verticales que pide expresamente el problema:

lamos: 22 + 2z + 4 = 0 no tiene solucién, luego la
derivada es siempre positiva y por tanto la funcion
es siempre creciente

[ ] T:72
1 —1

wlﬁ%f(xﬁw}%f—t@:{_}:m

ILHPW flz) = ml”,nﬁ 4T—+a:12 B {0_1} -
e v =2

sy g0 = iy 7 = e f =

, a1l 3
g s = g o = {5

= CUESTION 4.A. Enunciar el teorema fundamental del célculo integral y calcular la integral

siguiente:

2

x
/xz_gdx

selen Sep 2010 Solucion:

1,2

—x2

22 — 0
+9 1
9

x? 9 9

Planteamos la descomposiciéon en fracciones simples

9

A B A(x +3)+ B(z — 3)

$2—9:x—3+x+3: 2 -9

Identificando numeradores: 9 = A(x + 3) + B(x — 3), para ¢ = —3 resulta 9 = —6B, luego B =

=3 queda 9 = 6A luego A = % sustituyendo:

2

/ T
2 -9

r—3 x—3

3 5 3 3
dxzx—k/( z__ 2 )d$=$+§1n|$—3|_§1n|$+3|+c

7%, para
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= CUESTION 1.B. Discutir y resolver el sistema siguiente en funcién de los posibles valores

del parametro k.

r+2y+42=0
—2r—42z=10
r—y+z=k

selen Sep 2010 Solucion:

1 2 4
Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes: |[M|=| -2 0] —4 | =0
1 -1 1

Luego el rango de la matriz de coeficientes es 2.

Orlamos el menor no nulo senalado con la columna de términos independientes:

1 2 0

M| =] —2 0 0 |=4k
1 -1 k

Por tanto:

Para k # 0 ran(M) = 2 # 3 = ran(A), incompatible.

Para k = 0 ran(M) = 2= ran(A) < 3 ntmero de incognitas, sistema compatible indeterminado, soluciones
dependientes de un parametro.

Para dar la solucién escogemos las dos primeras ecuaciones y pasamos z el segundo miembro para que quede
como parametro:

{5{:+2y+42’0 {m+2y42 r=-22,y=—-2,2€ R

—2x—4z=0 —2xr =4z

CUESTION 2.B. Estudiar la posicién relativa de las rectas

r: rz+l=y=1-=z

r=A
S y=14+X
z=2—A

y calcular la distancia entre ellas.

selen Sep 2010 Solucidn:
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Veamos punto y vector direccion de cada recta:

z—1 P(—1,0,1) ) P5(0,1,2)

1 { G=(1,1,-1) ° {15:(L17—1)
Por tanto las rectas son paralelas.

Hallemos el plano 7 perpendicular a r por el punto 7 : x+y—2z+ D = 0;
hacemos que pase por P;(—1,0,1): —1-14+D=0; 7w:z+y—z+2=
0

Ahora hacemos la interseccion de la recta s con 7, sustituyendo las pa-

r:e+l=y=

ramétricas de s en la ecuacion de 7: !
A+14+A-2=-XN)4+2=0; 3A+1=0;\= —3 queda el punto de

T=—1

3 127
interseccion: y =1— % = % , es el punto Q(—=, =, =)
373 3'3°3
z=2+3=3
1.. 2 7
d(r,s) = d(P,Q) = \/(_1+§)2+(—§)2+(1—§)2 =

CUESTION 3.B. Definicion de derivada de una funcién en un punto. Demostrar que la
derivada de la funcion f(x) = 2% es f'(z) = 2x.

selen Sep 2010 Solucion:

x4+ h)? —a? 22 + 2xh + h? — 22 - 2zh + h?

. , )
Jimy 7 P — Jimny 7 P — Jim (22 +

CUESTION 4.B. Calcular el drea de la region delimitada por el eje  y la funcién f(z) =
r —+/x.
selen Sep 2010 Solucion:

Para representar hallamos los puntos de corte con OX se hace y = 0 y resulta:

o /B0 {1’1:0

$2:1

1 9 1 1
z 2 1 2 1

: — der = | — — — 3 - — — — = —_ V
S x — xdx {2 3V.§C:| 573 5

J0O 0
1,2

Por tanto el area encerrada con OX es U
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17.2. Junio 2010

= CUESTION 1.A.

Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A.

1 2 0
A= 1 1 1
-1 0 -1
selen Jun 2010 Solucién:
1 2 0 1
|[Al=| 1 1 1 |=—14% 0 por tanto existe inversa A~' = T[G/dj(At)]
-1 0 -1 4]
1 0 |2 ‘ 2 1‘
11 -1 ! *_11 10 _*11 101 11 -1 2 2
At=1 2 1 0 |;adj(A") = —' _1’ ’0 _1' _’0 1’ = 0 -1 -1
0 1 -1 1 —1 R 11 1 -2 -1
1 0 2 0 2 1

CUESTION A.2

Calcular el punto méas cercano al punto P = (1,3,0) de entre todos los puntos de la recta
determinada por el punto @ = (—2,2,1) y el vector ¥ = (1,1,1). Calcular la distancia del
punto P a la recta.
selen Jun 2010 Solucién:
Hallemos el plano 7 perpendicular a r por el punto P = (1,3,0): 7 :  +y + z + D = 0; hacemos que pase
por P=(1,3,0): 143+D=0; w:x+y+2—4=0
Ahora hacemos la interseccion de la recta r con 7, sustituyendo las paramétricas de r en la ecuacion de 7

r=—-24+\
T y=24+A

z=14+A

r=-24+1=-1

—24+A+24+A+14+A+1+X—-4=0;\ =1, queda el punto de intersecciéon: y=2+1=3 , es el

z=14+1=2
punto @ * (3 —1,3,2)

d(P,r) = d(P,Q%) = /B—12 + (3-372 + (2P = VAT 4= 8

CUESTION A.3
Dada la funcion f(x) = V4 + 22, se pide:
i) Dominio y cortes con los ejes.

ii) Estudio de simetrias y de regiones para el signo de f(z).
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iii) Estudiar si existen asintotas horizontales u oblicuas.
iv) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

v) Representacion grafica aproximada.

selen Jun 2010 Solucion:

a) Dominio y regionamiento: La funcion existe para cualquier valor de x, luego el dominio es R.
La funcién es positiva siempre, la grafica esta por encima del eje horizontal.
b) Puntos de corte con los ejes: Anulamos cada variable:

con OY : z =0, resulta y = 2
con OX :y =0, resulta 4 + 22 = 0 que no tiene soluciones
c) Asintotas: Rectas tangentes en el infinito

verticales valores de = en los que la funcién se va a

infinito: no hay.

Asintota horizontal y = n : n = lim f(z) =
xT—r0o0
lim /4 + 22 = o0, no hay.
T—r00
\
Asintota oblicua y = mz +n m = lim f(z) _
Tr—r0o0 x 3 |
. VA+a?
lim —— =
r— 00 xX

n = lim (f(zx) — mzx) = sz (V4+a? —

Tr—r00 — 00
. (VA4 2?2 —2)(Vid+ a2 +x) 1
x) = lim =
w—00 Vi+az?+uz

. 4+2%—2? =
lim ——— =0 T y T T —>>
r—=00 \/4 + 32 + 1 -2 -1 1 2 3
La asintota oblicua es: y=x ]

x
d) Extremos y crecimiento: f'(r) = —=
Vi + 22

0

y - +
y N /
MINIMO

= CUESTION A.4
Calcular el area encerrada por las curvas f(z) = 2® + 22 + 2z + 1 y g(x) = 42% + 1

selen Jun 2010 Solucion:
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flx)y=2+22 +22+1yg(x) =42% + 1.

Representamos la ciibica: f(x) = 2% + 2% + 2z + 1

Puntos de corte

Con OX : y=0,2°—22%+22 =0, probamos z = 1 y x = —1, divisores del
término independiente y no son solucion.

Crecimiento de f(z)

f(z) = 322 + 22 + 2, anulamos: 322 + 27 + 2 = 0, resulta z = HTM sin
solucion real luego f/(z) > 0 siempre luego la ctbica es siempre creciente.

Corte entre la pardbola y la cubica:
2+ 2?4+ 20+ 1 =422 + 1.

3£v9-8 2+£1
xr = — N

23 =327 +20 =0 2z(2x® —3x+2); 2z =0; 5 5 =
l,z =2
1 2

Area / cibica - parabola + / parabola- ctibica

1 Ol . , , s
:/ ($3—3m2+2$)dw+/ (=23 + 32% — 22)dx = _ 1 2

0 1

4 1 4 2

1 1 1 —1 1

T o a?] |- P = 14144844 —141=_

1 . 1 .4 1 2

= CUESTION B.1

Enunciar el teorema de Rouche-Frobenius. Aplicar dicho teorema para discutir si el siste-
ma siguiente tiene soluciéon y si la solucién es tnica en funcion de los posibles valores del
parametro k (no es necesario resolver el sistema).

r—y+z=k
3r—3y =0
r+ky+3z=1

selen Jun 2010 Solucion:

1 -1 1
Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes: M| =| 3| -3 0 |=3k+3
1 k3

Luego para k # —1 ran(M) = 3 = ran(A)= numero de incognitas, sistema compatible determinado.
Para k= —1 ran(M) =2

Orlamos el menor no nulo senalado con la columna de términos independientes:

-1 1 -1
-3 0 01=12
-1 3 1

Por tanto:

Para k = —1 ran(M) = 2 # 3 = ran(A), incompatible.

= CUESTION B.2

Comprobar que las rectas

y+2 z-1
: l="——=
T T+ 7 3
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y
=\

S y=1+A
z2=2—A

no se cortan y no son paralelas. Calcular la distancia entre ellas.
selen Jun 2010 Solucion:

Como las rectas no son paralelas, (los vectores direcciéon no son proporcionales) , la distancia entre las dos
rectas viene dada por la distancia de un punto de ro al plano que contiene a r1 y es paralelo a 5.

Veamos punto y vector direccion de cada recta:

y=A
y+2 z-—1 {P1(1,2,1) {PQ(O,I,Q)
rir+l="——= S S: y=1+2A o
2 3 1}1—(1,2,3) =9\ 1}2.(1,1, 1)
z+1 y+2 z-1
Plano 7 conteniendo a 7 y paralelo a s es 7 : 1 2 3 =0; 7w:dbr—4dy+2—4=0
1 1 -1
—4+2—-4 6
d(r, s) = d(Po, ) = + _
V256 +16+1 V42

= CUESTION B.3

La vela mayor de un barco tiene forma de tridngulo rectangulo. Sabiendo que la hipotenusa
debe medir 6 metros, calcular sus dimensiones para que la superficie de la vela sea maxima.

selen Jun 2010 Solucion:

Area: S = TU maxima

. - /2 2
Pitagoras: 22 + y? = 62. Despejamos y: y = /36 — 2.2 y =ty

Sustituyendo en S:

T
. — 2 D R——t
S(z) = & \/326 - \/3612 - ha de ser méaxima
x 32
72x — 4z Y + _
S'z) = ————— =0; T2r—42°=0 z=-3vV2,2=3vV2,2=0
(@) 4/3622 — x4 i y P N

MAXIMO

Resulta drea maxima para el tridangulo rectangulo isésceles de catetos 3v2

= CUESTION B.4

1 2
Calcular la integral siguiente: / ———5dz
0 T4—x —2
selen Jun 2010 Solucion:
x? 2 —x—2
22 4zx+2 1

+r+2
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Hallemos la primitiva:

x2 z+2 z+2
/172—17—2dx_/(1+xQ—I—Z)dx_x—i—/172—1:—26&6

Planteamos la descomposicion en fracciones simples, las raices del denominador son —1, 2

x+2 x+2 A B Alx—2)+ B(x+1)

xQ—x—QZ(a:+1)(a:—2)_x+1+x—2_ x?—x—2

Identificando numeradores: 2z + 2 = A(x — 2) + B(z + 1), para @ = 2 resulta 4 = 3B, luego B = %; para
x=—1queda 1 = —3A luego A = %1, sustituyendo:

72 =1 4 1 4
L - 3 3 )dz=a— 1 1+ -lnjz—2/+C
/:cz_x—zz I+/<x+1+x—2> v=o—ghjr+lf+ginjr =2+

Por tanto:
1

1 2
1 4 1 4 )
/0 — % d= [x—§1n|x+1|+§ln|x—2|} :1—§1n2—§1n2:1—§1n2:—0’1552

2
2 —xr—2 0
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= CUESTION 1.A.

Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A.

-1 2 1
A= 1 0 -1
2 1 -1
-1 2 1 1
selen Sept 2009 Solucion: [A|=| 1 0 —1 |=—2# 0 por tanto existe inversa A~ = T
2 1 -1 |4l
' 0 1 ' 2 1 2 0
-1 -1 1 -1 11 -1
-1 1 2
1 2 -1 2 1 -1
At e K 5 At = — =
( ? ,01 ,11 ) A ‘ -1 -1 ‘ ‘ =1 -2 ~1 ‘ (
1 2 -1 2 -1 1
0 1 2 1 20

-1/2 -3/2 1
A1< /2 1/2 0)
-1/2 -5/2 1

= CUESTION 1.B.

Clasificar el sistema siguiente segtn los valores del parametro.

ar+y—2=0
3r+2y+z2=0
—3z+2z=0

selen Sept 2009 Solucion:

205

ladj(A")]
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a 1 -1

[Al=] 3 2 1 |=2a—12=0; a=6;
-3 0 1

Para a # 6 el sistema homogéneo tiene solo la solucion trivial.

Para a = 6 el sistema homogéneo tiene infinitas soluciones dependientes de un parametro.

= CUESTION 2.A.
z—1
Calcule el punto de la recta r : 5 = % = z — 1 mas cercano al punto P = (1, -2, 7).

selen Sept 2009 Solucion:

El punto buscado es el punto de interseccion de la recta con el plano 7 perpendicular a la recta por el punto
P.

Para hallar el plano sirve como vector ortogonal el de direcciéon de la recta (2,3, 1)

m:2x+ 3y + 2z + D = 0 haciendo que pase por P = (1,—2,-7),2—6 — 7+ D = 0 resulta D = 11, luego
m:2x+3y+2z+11=0

Para hallar el punto de corte ponemos la recta como intersecciéon de planos y resolvemos el sistema que
forman con la ecuacion de 7

-1 9y =
po F _g—z—l{ 3z — 2y
2 3 y—3z=-3
1 2043y +2=-—11
Queda el sistema: r : —5 = % =z-1 3z — 2y =3 que resuelto queda z = -1,y = 3,2 =0

y—3z=-3
que son las coordenadas del punto de la recta r mas cercano al punto P.

CUESTION 2.B.
-1
Calcule la distancia entre las rectas: ri :zx =y =2; 1o * 5 = % =z—1

selen Sept 2009 Solucién: Como las rectas no son paralelas, la distancia entre las dos rectas viene dada por

la distancia de un punto de 79 al plano que contiene a 1 y es paralelo a rs.

Veamos punto y vector direcciéon de cada recta:

M=y =2 Pl(0,0,0) r 'I_lfgfz—l PQ(l,O,l)
1:E=y= g =(1,1,1) 2 "2 3 G :(2,3,1)
r oy =z
Plano 7 conteniendo a r; y paraleloarsesm:| 1 1 1 |=0; 7w:—2x4+y+2=0
2 31
-2+1 1

d(ri,re) = d(Pa,m) = Ve — 7

= CUESTION 3.A.
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Dada la funcion f(z) = :f =0

se pide:

i) Dominio y cortes con el eje x.

ii) Asintotas verticales (calculando los limites laterales).
iii) Asintotas horizontales y oblicuas.

iv) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

v) Representacion gréfica aproximada
selen Sept 2009 Solucion:

La funcion es una hipérbola pero como piden el estudio completo lo haremos.

r—>5
1—=x

1) Dominio y cortes con el eje . f(z) =
Las raices de numerador nos dan el punto de corte con el eje z por tanto x =5

Las raices del denominador los puntos en que no existe la funcion: El dominio es R — {1}

2) Asintotas verticales (calculando los limites laterales) Corresponden con valores de x donde la

funcién se va a infinito, en este caso donde se anula el denominador en z = 1:

1
r—=95 , =95

1f z) = li == =

Jm flo) = M = =" 5 = -
—5 , —5"

lfim f(z) = lim —— =" — = 400

z—1t z—1+ 1 —2x OT
3) Asintotas horizontales y oblicuas: Asintotas horizontales: y = n
z—95

n= lim f(z)= lim = —1 Resulta asintota horizontal: y = —1
T—00 z—o00 1l —x

4) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos Estudiamos el signo de la derivada

f(z)= W < 0 Vx € R; al ser negativa la derivada, la funcion siempre es decreciente y no tiene
T —
extremos.
A
4 i
2 p
-2 2 4 6 3

= CUESTION 3.B.
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Calcule las dimensiones de un vaso de cristal de forma cilindrica con volumen igual a 250
centimetros ctibicos para que la superficie de cristal se minima (Indicaciéon: Vol= -r% h )

selen Sept 2009 Solucion:
Superficie (una base): S =7 -72 +27-7-h

Volumen: V = 772 - h = 250

|4

Despejamos h en el volumen h = — y sustituimos en la superficie que quedara solo en funcion de 7:
wr

271250 500
S(r) =mr? + il =qar?
o r

Derivando y anulando la derivada:

500 B 273 — 500 B

S'(r) =2mr — = 5 0

r

Para resolver la ecuacion anulamos el numerador y despejamos 7:

. 250 5v/2
o3 —500=0: 3 =221 5= 2Y2 1 4'3012cm
T N&s
Comprobemos con el crecimiento que corresponde con un minimo:
3
S’ (x) - +
S(x) N s
MIN

s CUESTION 4.A.

i) Enunciar el teorema fundamental del calculo.

3
dx

1
ii) Calcular la integral /0 o

selen Sept 2009 Solucion:

3 2 4+ 1

—rT =X €T

hrl(:zv2 +1)+C

N =

a3 x x x? 1 2x x?
/.7:2+1dl_/(m_m2+1)dm_/(m_m2+1)dl_7_§/I2+1dl_7_

.1 3 2 1

T T 1 1 1

— dr=|"——Z-In(z*+1 =—-—-In2-0~015
/O;L*Q—l—lT { 2n(T+)L 5o 0~ 0153

(\}

= CUESTION 4.B.

Calcular el 4rea encerrada por las funciones f(z) = 2° y g(z) = 2* — 22° + 2.

selen Sept 2009 Solucion:
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f(z) =2%y g(z) = 2° — 22 + 2.
Representamos la ctibica:
Puntos de corte
ConOX: y=02°-2024+22=0;2(2*>-22+2)=0, 2=0;, 2=
2+£v4-8 . . . .
——— El tnico corte con los ejes es en el origen
Crecimiento de f(z)
¢'(x) = 322 — 4z 4 2, anulamos: 322 — 4z + 2 = 0, resulta z = 2EV16-21 V126724 sin
solucion real luego ¢'(z) > 0 siempre luego la cubica es siempre creciente.
Corte entre la parabola y la cubica:
23 =202 42 =22 23 —322+22=0
3£V/9-8 241
r(2®> —32+2); =0, z= 5 =5 r=1x=2
1 2 —
Area / ciibica - parabola + / parabola- cibica 2
0 1

1 2
= / (2% — 32% + 22)dx + / (=% + 32% — 22)dx =
0 1

4 1 4 2
1 1 1
=T 2?44 —a?| = 141-448—d+-—14+1==
4 0 4 . 4 4 2
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18.2. Junio 2009

= CUESTION 1.A.

Calcular el rango de la matriz A segin los valores del pardametro.

1 2 1 a
A=11 -2 3 1
0 4 =21

selen Junio 2009 Solucion:

Hacemos un determinante del mayor orden posible, empezamos con el formado por las tres primeras columnas:

1 2| 1
1 =2 31=0
0 4 -2
1 -1 a
Orlamos el menor de orden 2 no nulo con la cuarta columnas: 2 0 1 |==4a— 8 Por tanto:
-3 4

Sia#2,r(A)=3;Sia=2,1A4) =2.

= CUESTION 1.B.

Estudiar si el sistema siguiente tiene soluciéon y, en ese caso, resolver por Cramer.

T—y+z=-3
—r—y=1
r—2z=-—1
selen Junio 2009 Solucioén:
1 -1 1
El determinante de la matriz de coeficientes es |M|=| -1 -1 0|=5
1 0 -2
Por tanto ran(M) =3 = ran(A) = n? incognitas sist. COMPATIBLE DETERMINADO. Es un sistema tipo
Cramer.
-3 -1 1 1 -3 1 1 -1 -3
1 -1 0 -1 1 0 -1 -1 1
-1 0 -2 -9 1 -1 -2 4 1 0 -1 -2
T = r =5 Y= r =5 A= r ==
5 5 5 5 5 5

s CUESTION 2.A.

)y R =
(1,—1,0) y la distancia entre dicho plano y la recta determinada por el punto S = (1,0,0) y
el vector v = (1,1,0).

selen Junio 2009 Solucion:

Calcule la ecuacion del plano determinado por los puntos P = (1,0,1),Q = (2,2,2

Para hallar la ecuacion del plano 7 determinado por esos tres puntos consideramos el punto P(1,0,1) y los
vectores direccion PQ = (2—-1,2,2—-1)=(1,2,1)y PR=(1-1,-1,—-1)=(0,—-1,-1)
r—1 y z—1
T 1 2 l|=—2+y—2+2=0
0 -1 -1
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5(1,0,0)
v=(1,1,0)

al plano, otra forma es ver es igual a la suma de los vectores P@., PR.

Es facil ver que la recta r : { es paralela al plano puesto que v es ortogonal al vector ortogonal

Por tanto para hallar la distancia entre ellos basta tomar la distancia de un punto de la recta al plano:

—1+2 1
d(’f’,ﬂ') :d(S77T) = \/ﬁ = %

= CUESTION 2.B.
Calcule el punto del plano x +y + z = 1 méas cercano al punto (1,2, —3). Calcule la distancia
entre ambos puntos.
selen Junio 2009 Solucion:

El punto mas cercano al P(1,2,—3) del plano 7 :  +y + z — 1 es el pie de la recta r perpendicular al plano
por P.

Como vector direcciéon de la recta nos sirve el vector ortogonal del plano:

=1+t
P(172773) ! N
T e=(1,1,1) y=2+t
T z2=-3+1t
Para hallar el punto de interseccion sustituimos las paramétricas de r en la general de 7 :
s=1+1=1
1+t+24+t-3+t—1=0; 3t=1 t=41; y=2++=1
z=-3+ % = *%
) L. 4 7 8
El punto del plano méas proximo a P es el (g, 3’ fg)
La distancia entre los dos puntos es
4 7 8 1 3
d= \/(1—5)2—#(2—5)2—#(—3—&-5)2: 5\/1—&—1—#1: % = 0577350

= CUESTION 3.A.
Dada la funcion f(x) = 2® — 42% + 4z, se pide:
i) Dominio y cortes con el eje x.
ii) Estudio de regiones para el signo de f(x).
iii) Limites en 400 y —oo y estudiar si existen asintotas horizontales y oblicuas.
iv) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

v) Representacion grafica aproximada.
selen Junio 2009 Solucion:

Como es una funcion polinémica para representar basta con los punto de corte y el crecimiento:

e Puntos de corte:
z=0

X, sel — B3 4o+ 4 =z —2)2 =
Con OX, se hace y = 0 queda 2” —da® +dw =w(z =2)" =0, =
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e Crecimiento y extremos
Veamos el signo de la derivada:
2 2
) 2
€r =
,f’(m)3m28m+40} 5 ! - : -
r=z
’ y / N\ /!
2 2 2.2 216 32
Hay pues un maximo paraz = -, y=f(=)==(=-2)?=-— ==
y P p y v=f3)=33-2"=395=5
Hay un minimo en (2,0)
2 A
1 4
-1 1 2 3
—1/
Los restantes puntos que pide estudiar son triviales aplicaciones de la teoria:
Dominio es todo R por ser un polinomio z puede tomar cualquier valor
. . . T | 0
Regiones: Solo se produce cambio de signo en z = 0 | | n
y _
Los limites son triviales en un polinomio lim f(z) = oo;  lim f(x) = —oo. Por ello no hay asintotas
xr—r0o0 r—r—00

horizontales ni oblicuas.

No hay asintotas verticales pues no hay valor de = que lleve a co a la funcion.

CUESTION 3.B.

La longitud de la barra de un bar de forma rectangular y apoyada en una pared vale L =
2z +y. Calcular las dimensiones de x e y para que la longitud de la barra sea minima sabiendo
que el area encerrada por la barra debe ser de 18 metros cuadrados.

selen Junio 2009 Solucion:

Longitud: L = 2z + y minima
Area: z - y = 18. Despejamos y:
18
y=—
s

18
Sustituyendo en L: L(z) = 2o + — minima
x

Ahora anulamos la derivada:

0; =3

Por las condiciones del enunciado la soluciéon es 3, hagamos no obstante el estudio del crecimiento en ese
punto:

S’ (x) - |
S(x) N e
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= CUESTION 4.A.

i) Enunciar el teorema fundamental del célculo.

x3

ii) Calcular la integral | ———dx

) & 22+ 3z +2

selen Junio 2009 Solucion:

Es una integral de funcién racional con el numerador de mayor grado que el denominador, empezamos
haciendo la division:

23 2 +3x+2
—3 — 322 — 22 T —3
—32° — 2z
322 + 9246
Tx+6

23+ 2 Tx+6
—— "% _dr= —34+——"——\d
/I2+3I+2 v /(Jj +x2+3x+2) ‘

Veamos las raices del denominador:

_ 3+v9-8  -3%1 -2

2 2 A
El denominador tiene raices reales simples, planteamos la descomposicion en fracciones simples:
Tx+6 Tx+6 A B Alx+1)+ Bz +2)
24+324+2 (z+2(x+1) 24+2 z+1 (x+2)(x+1)

Para x = —1 resulta —1 =B
Para x = —2 resulta —8 = —A4; A =8

3+ 2 Tr +6 8 1
S . R - 34+ T2 Ve —3 dr =
/I2+3x+2 ! /(m +x2+3x+2) /(m i x—i—l) ‘

2
%—3x+81n|x+2|—ln|x+1|+c

Identificando numeradores : 7z + 6 = A(z + 1) + B(z + 2)

= CUESTION 4.B.
Calcular el area encerrada por la grafica de la funcion f(z) = xIn(z) para 1 < z < 2, la
recta x = 2 y el eje OX.
selen Junio 2009 Solucién:

La funcién es siempre positiva en la zona de integracion luego el area viene dad directamente por la integral

definida:
Calculemos primero la primitiva:

=1 du = Ldx ' 2 2
/a:lna:da:: “ e “ o2 hm:—/——dx*x lnx—/fdx:x—lnx—z——i-C
. dv=xdr v= 7 2 2 4
Entonces:

2
4 4 1 1 1 3
S = / zlnzdr = [ lnx—ZL = §1n2—1— [§1n1—ﬂ :21n2—1+1 :21n2—1 = 0'636294u°
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19.1. Septiembre 2008

= CUESTION 1.A.

Calcular el rango de la matriz A segtn los valores del parametro a.

1 -1 -2 0
A= 2 0 —4 2
-3 4 6 a

selen Sept 2008 Solucion:

Hacemos un determinante del mayor orden posible, empezamos con el formado por las tres primeras columnas:

1 -1 -2
2 0 —4|=0
-3 4 6
1 -1 0
Orlamos el menor de orden 2 no nulo con la cuarta columna: | 2 0 2 | ==4a— 4 Por tanto:
-3 4 a
Sia#1,r(A)=3;Sia=1,7(4) =2.
= CUESTION 1.B.
i) Enunciar el teorema de Rouché-Frobenius.
—2r+y—z=1
ii) Resolver, si es posible, el sistema de ecuaciones lineales siguiente. —z + 3y + 2z = 2
rT—y—22=3
selen Sept 2008 Solucion: Aplicaremos el método de Gauss buscando triangular la matriz asociada al sistema:
—2 1 -1 1 . . 2 1 -1 1 I —2 1 -1 1
13 2 2 {giéf)ﬁl }z 0 -5 -5 -3 {;ié:)1+2 }z 0 -5 -5 -3
1 -1 -2 3 0 -1 =5 7 0 0 20 -38

Sustituyendo en el sistema y despejando hacia arribas:

215
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—2r4+y—z=1
: -19 -19 5 5 =19 17
—by—52=-3 p; z2=—; —Dy—-LH—=-3y==; 204+-—-——=Lzr=—
905 — —38 10 10 2 2 10 10

= CUESTION 2.A.

Dada la recta r determinada por el punto P = (1,2, —3) y el vector de direccion 7 = (1, —1,2),
calcule el punto de r més cercano al punto @ = (1,0, 2).

selen Sept 2008 Solucion:
El punto busacdo es la intersecciéon de la recta r con el plano 7w perpendicular a r por el punto )

El vector direcciéon de r nos sirve de vector ortogonal a 7; 7 : * — y + 2z + D = 0 haciendo que pase por
Q=(1,0,2): 1-44D=0; D=-5 m:x—2y+2z—-5=0

r=1+t
Interseccion del plano 7 y la recta r: sustituimos las paramétricas de r: y =2t en la ecuacion de 7
z=-3+2t
r=143=3
14+t—24t—6+4t—-5=0; 6t—12=0; t= 2 sustituyendo en r: y=2-2=0 queda el punto

z=-3+4=1+t
P(3,0,1)

CUESTION 2.B.
Dadas las rectas 1 : © = y = 2z y ry determinada por los puntos P = (1,2,3) y Q =
(1,—1,0), calcule la ecuacion de recta que une ambas rectas por el camino més corto.

selen Sept 2008 Solucion: Nos estan pidiendo la perpendicular comun a las dos rectas.

rir=yY=2z P1(0,0,0) ro P(1,2,3)
1rr=y= v = (1,1,1) ] QP =1(0,3,3);w = (0,1,1)

Hallamos el plano 7 que contiene a r; y es paralelo a ro

z oy
m:1 1 1 |=0—-y+2=0
1

T
Plano 7 que contiene a r; y es perpendicular a m: 7o : | 1
0

r—1 y—2 z-3

Plano 7o que contiene a ry y es perpendicular a 7: 79 1 | 1 1 1 =022 —2=0; —1=0
0 -1 1
r=1
. I . . 2 —y—2=0
La perpendicular comtn viene dada por la interseccion de m; y o 1—0 y=1—1t
x€r — g
z=1+t

CUESTION 3.A.

Dada la funcion f(z) = y g

se pide:
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i) Dominio y cortes con el eje x.

ii) Asintotas verticales (calculando los limites laterales).
iii) Asintotas horizontales y oblicuas.

iv) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

v) Representacion grafica aproximada.
selen Sept 2008 Solucion:

Primero representaremos y después responderemos a los apartados que falten:

1) Dominio y regionamiento Estudiamos el signo de la funcion.

x

T) = 2
fl@) = 1
Hallando las raices de numerador y denominador re- 1
sulta que delimitan regién de cambio de signo de
y: x=4 -10

-1

x | 4

y [+ [ - -2
El dominio es R — {—4}

2) Puntos de corte con los ejes: Anulamos cada variable:
con OY : z =0, resulta y = 0 El origen es el Gnico punto de corte
3) Asintotas: Rectas tangentes en el infinito
verticales valores de x en los que la funcién se va a infinito:
Asintotas verticales x = 4
horizontales: no hay
Asintota oblicua y = mx +n
. 2
m=tim £ = 5
T—00 I z—o0 dx — 22
, z? 4z . .

n= lim (f(z) —mz) = lim +ax= = —4 Asintota oblicua:; y = —z — 4

z—00 z—oo r — 4 4 —x

4) Extremos y crecimiento Estudiamos el signo de la derivada

0 8

2
fo=g = [
B y N\ S N\
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\]

—10

—15

—20

Veamos ahora los limites laterales en las asintotas verticales que pide expresamente el problema: En x =4

2 "
x , 167

mligll* f(-fE) - zligll* 4 —x - 0_+ =
2 1 "
lim f(z) = lm —— = 307 _

T—4t z—d+ 4 — 0—

CUESTION 3.B.

Se quiere construir una caja (sin tapadera) de base cuadrada y con un volumen de 250 cm®.

3

Calcule las dimensiones de la base y la altura de la caja para que su superficie sea minima.

selen Sept 2008 Solucion:

Volumen V = 2?2 -y = 250

Superficie S = 2% + 4 - 2 - y minimo
250

Despejamos y en el volumen: y = —-,
.

sustituyendo en la superficie:

250 1000
S(z) ::172—1—4:17% =224+ —
derivando e igualando a cero:

1000
/ —_ r —
S'(x) =22 — 5 = 0
223 — 1000 . .
°L72 =0; 223—-1000=0; = /500~ 7937
x
250

y=——— = 3968
YT (U500)2

CUESTION 4.A.
23 +1
Calcular la int 1 | ——
alcular alnegra/:Eszl
selen Sept 2008 Solucion:

2 4+ 1

341
3

—r—+1

y
X
X
T V500
S’ (x) +
S(x) A
MIN
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2+ 1 —z+1 1 x x2 1 2x x2
dr = . dr = . — — \dr = =— t I —dr = —
/I2+1l /(l+x2+1)l /(l+x2+1 x2+1)l 2—1—@7‘ ane 2/1:2—1-11 2+

1
artanx — §1n(a:2 +1)+C

= CUESTION 4.B.

Calcular el 4rea encerrada por las funciones f(z) = 2° + 2+ 1y g(z) = 22 + 1.
selen Sept 2008 Solucion:

flx)y=2*+2* +1yg(z) =2z +1.
Representamos la cubica:

Puntos de corte A
Con OX : y =0, no facil
ConOY: 2=0: y=1 31
Crecimiento de f(z)
f'(z) = 3a® + 2z = 2(3z + 2), sc anula para x = —2, x =0 2 1
_g 0
Yy + — +
y e N /

MAX MIN
Corte entre la recta y la cubica:

P4l +l=20+1; 23+22—-22=0
x(2* —rx—2); z=0z=11=-2

\J

0 1
Area / cubica - recta + / recta - cubica
-2 Jo

0 1
= / (2% + 2? — 2x)dx —|—/ (=2 — 2? 4 22)dx =
0

—2

x4+x3 20+ z? x3+21 8+5 37
f— _ — — X —_—_ xr = — _— = —
5 4 3 g 3 12 12
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= CUESTION 1.A.

1 2 =2
Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A. A= -1 3 -1
0 —2 1
selen Junio 2008 Solucion:
1 2 =2 1
|Al=| =1 3 —1 |=—14 0 por tanto existe inversa A~! = W[adj(At)]
0o -2 1
3 =2 B ' 2 =21 ’ ’ 2 3 ’
Loobo 7171 %) 721 01 721111 b2
P e e e IR TR N S R
2 b -1 0 oo 1 -1 229
3 =2 2 =2 2 3
-1 -2 -4
At = -1 -1 -3
—2 -2 -5
CUESTION 1.B.
r—y—z=>b
Clasificar el sistema siguiente segiin los valores de los pardametros a y b. —r4+y=2
T+ay+2z=-2
selen Junio 2008 Solucion:
La matriz ampliada es
1 -1 =1 b
A= -1 1 0 2
1 a 2 =2
Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:
1 -1 -1
IM|=] -1 1 0 |=24+a+1-2=a+1 Seanulaparaa=-—1
1 a 2

Para a # —1;Vb ran(M) =3 = ran(A) = n° incognitas sist. COMPATIBLE DETERMINADO
Para a = —1 queda:

1] -1 -1 b
A= -1 0] 2 | que incluye un menor no nulo de orden 2 dentro de la matriz de coeficientes.
1 -1 2 =2
Consideramos el determinante formado por la tres tltimas columnas:
-1 -1
1 0 2 | =2b+ 4 Que se anula para b = —2. Por tanto siendo a = —1:
a 2 =2
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Para b # —2 : ran(M)= 2 < 3 = ran(A) sist. INCOMPATIBLE
Para b= —2 : ran(M)= 2 = ran(A) < 3 = n° incognitas sist. COMPATIBLE INDETERMINA-
DO

= CUESTION 2.A.
Calcule la distancia entre la recta r; : @ +1 = y = 2 — 3 y la recta o determinada por el
punto P, = (1,—1,3) y el vector de direccion v3 = (1,0, 3).
selen Junio 2008 Solucion:

Consideremos un punto y un vector direcciéon de cada recta:

P1(717033) ro PZ(laflag)
=111 7 |l ®=(103)

Como v y v3 no son proporcionales las rectas no son paralelas, por tanto se cortan o se cruzan. La minima

rm:rx+l=y=2-3 {

distancia entre ellas viene dada por la distancia de P> al plano m que contiene a 71 y es paralelo a rs:
r+1 y z-—3
. 1 1 1 =3r—-2y—2+6=0
1 0 3

3+42-3+6 8

d(T‘th) = d(PQ,?T) \/m \/ﬁ
» CUESTION 2.B.

Calcule el punto del plano 2z + y — z = 1 més cercano al punto (1,2, —3).
selen Junio 2008 Solucion:

Recta perpendicular al plano 7 : 22 +y — z = 1 que pasa por el punto P(1,2,—3)

r=1+2t
T y=2-+1t
z=—-3—1

Hallamos la interseccion de la recta r y el plano 7, para ello sustiutimos las paramétricas de r en la ecuacion
de 7
r=1+2(-1)
2(1+t)+24+t—(—=3—t)=1; 6t=—-6 t=—1sustituyendoenr: ¢ y =2+ (—1) obtenemos el punto
z=-3—(-1)
A(—=1,1,-2) que es el mas cercano de 7 a P.

= CUESTION 3.A.

Dada la funcion f(z) =1 — 3z

2 —4

se pide: i) Dominio y cortes con el eje x.

ii) Asintotas verticales (calculando los limites laterales).
iii) Asintotas horizontales y oblicuas.
iv) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

v) Representacion grafica aproximada.

selen Junio 2008 Soluciéon: Primero representaremos y después responderemos a los apartados que falten:
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1) Dominio y regionamiento Estudiamos el signo de la funcion.

Para ello escribimos la funcién en la forma:

flay = =2

Hallando las raices de numerador y denominador re-
sulta que delimitan regiéon de cambio de signo de
y: rz=-lx=4r=-2,x=2

z | -2 -1 2 4

y [ =T 1 =]+
El dominio es R — {—2,2}

2) Puntos de corte con los ejes: Anulamos cada variable:

con OY : =0, resulta y =1
con OX :y =0, resultax = -1,z =4

3) Asintotas: Rectas tangentes en el infinito

verticales valores de x en los que la funcion se va a

infinito:
Asintotas verticales x = =2, x =2

. , . 3z
horizontales n = CElgrolo(fx) = CElg]rolo(l — 4) =1

Asintota horizontal y = 1

Como hay horizontal no hay asintota oblicua

4) Extremos y crecimiento Estudiamos el signo de la derivada
—3(x? —4) — 22(-32 322 + 12

fiay = U 0 =28 312

(22 —4) (2 —4)

siempre positiva luego la funcién es siempre creciente.

-6—5—4—3—2_]1_ 1 4 5 6 7

Veamos ahora los limites laterales en las asintotas verticales que pide expresamente el problema:

e =2
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N e e

A f(@) = tim (11— ;L’ffél) N {1 - 0%} -
o =2

Jig o) = Jig (=) = {1- oo

i, 100 = i (1= ) = {1 g f = o

= CUESTION 3.B.

En un tridngulo isosceles de base 12 cm (correspondiente al lado desigual) y altura 10 cm, se
inscribe un rectangulo de forma que uno de sus lados esta sobre la base del tridngulo y dos
de sus vértices sobre los lados iguales del triangulo. Calcular las dimensiones (base y altura)
del rectangulo para que su area sea maxima.

selen Junio 2008 Solucion:

12 cm

Area rectangulo: S = x.y maxima

Por semejanza de triangulos:
6 10 102 5

— = . 6(10—y)=—7; 60—6y=>5x; 6y=60—>5z; y=10— -z
T (10-y) = —; y = 5x; 6y Ty P

Sustituyendo en el area:

=~ =~

S(z) = 2.(10 — %T) =10z — %1’2

10 )
Derivando y anulando la derivada: S’(x) = 10 — 5r= 0; 10= 3% T= 6
T 6
S'(x) | - . 5
Six =6 cm entonces y =10 — =6 =5 cm
Sw | < 6
MAX

= CUESTION 4.A.

i) Enunciar el teorema fundamental del célculo.
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3 2
ii) Calcular la integral / ;Eidx
4 —2x+1
selen Junio 2008 Solucion:
3 — 222 2 — 2z + 1
—23 4+ 222 —x

—X

3 — 202 €T 22 T
dr = - — )dx = — — ——dx
/?¥—2x+1“‘(/u prom v D /??—2$+1l

Planteamos la descomposicion en fracciones simples

x x A B A(z—-1)+B

x2—2x+1:(17—1)2_x—1+(x—1)2_ (x —1)2

Identificando numeradores: © = Ax — A+ B, para = 1 resulta 1 = B, para x = 0 queda 0 = —A + B luego
A =1, sustituyendo:

[e=mme [ (e mmm) o { e fovw- S )

22 1
Y hmg-14+——+cC
g ~ et ot

CUESTION 4.B.

Calcular el area encerrada por las funciones f(x) = 1+In(x) y g(z) = 1/ y las rectas x = 1

yx=2.
selen Junio 2008 Solucion:
2 1 9 4
El area viene dada por : S = / (I+Inz— —)dz
J1 X

= o = l 1
/lnxdx—{ u=lnedu mdm }—Ilnz—/z—da:—zlna:—x 11
) v=2x dv = dx . x

Porta112t0:
1 T T T
S:/ (1+1nm——)d1*:[:I:—&-xlnx—m—lnm]?:[mlnm—lnm]?:21n2— 1 2 3
1 X
In2—(In1—1In1) =1In2 =068 -1
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20.1. Septiembre 2007

= CUESTION 1.A.

i) Enunciar el teorema de Rouché-Frébenius.

ii) Estudiar y resolver, cuando sea posible, el sistema siguiente.
ar +by =0
rt+y=a
a1171 + a2 + ...+ @1pTn = C1
a2171 + A2272 + ... + A2pTn = C2

i) Dado un sistema lineal de m ecuaciones y n incognitas

Am1T1 + G222 + ... + AmpTn = Cm
Sea M la matriz de coeficientes y sea A la matriz ampliada.

La condicion necesaria y suficiente para que tenga solucion (sea compatible) es que: rango(M) = rango(A)

Entonces:
ran(M) < ran(A) sist. INCOMPATIBLE
ran(M) = ran(A) = n® incognitas sist. COMPATIBLE DETERMINADO
ran(M) = ran(A) < n® incognitas sist. COMPATIBLE INDETERMINADO

N ) (a b 0
11)]\[(1 1), A(l 1 a)’

Sia#b,r(M)=2=r(A) =n’ incognitas sist. COMPATIBLE DETERMINADO

Sia:b.,quedaA:(a ¢ 0).,

a b
1 1

‘ab

a
1

2
= a”. Entonces:
1 1 a ’

o [ a#0.7(M)=1<2=r(A)sist. INCOMPATIBLE
i
a=0,r(M)=1=r(A) <2=n0 incognitas sist. COMP. INDET. soluciones dependientes de un pardmetro

Resolucién en los casos de compatibilidad:

Sia#b

225
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0 b a 0
a 1 —ab 1 a a?
v a—b  a-—-0b v= a—b  a-—b
Sia=b=0
El sistema se reduce a la ecuacion: x+y = 0 dejando la y como pardmetro la solucion quedariaz = —y; y € R
» CUESTION 1.B.
Calcule, si es posible, la inversa de la matriz A.
1 0 —1
A=111 -1
21 0
selen Sept 2007 Solucion:
1 0 -1 1
|Al={1 1 —1|=24%0 por tanto existe inversa A~' = |7[adj(At)]
2 1 0 |
’11’ _’01“0 1‘
11 2 _11 02 _11 20 _11 _11 1 -1 1
A= 0 1 1 |;adj(A")=| - —~ = -2 2 o
1 —1 0 -1 0 -1 0 -1 -1 1 -1 1
1 2 - 1 2 1 1
1 1 0 1 0 1
1 -1 1 /2 —1/2 1/2
1
AT = 5 -2 2 0 = -1 1 0
-1 -1 1 ~1/2 -1/2 1/2
= CUESTION 2.A.
Estudie si las rectas siguientes se cruzan, se cortan, son paralelas o son coincidentes y calcule
la distancia entre ellas.
r=A
r—1 + 2 z
T - 2 :%:1—5 Ty : y:1+3)\/2
z2=2-=A
selen Sept 2007
r=1t
., r—=1 y+2 2-2 Pi(1,-2,2) . 48y P(0,1,2)
LT T Ty T T vi=(2,3,—2) 2y YT T2 G (1,3, -1); 0= (2,3,-2)

z=2—t
La direccion es la misma, luego las rectas son paralelas o coincidentes.

El vector PP, = (1-0,-2—-1,2—-2) = (1,-3,0)) no es proporcional a los vectores direccion luego las
rectas son paralelas.
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PQAT
La formula de a distancia de un punto a una recta es: d(P,r) = Mﬁfv' =
v

i ]k
PP ANT=]1 =3 0 |=6i+2j+9%

2 3 =2

V62 +22 492 V121 11

d(Pr,r2) = = =

V22132122 V1T T
Una forma constructiva de hallar la distancia mas larga y que no compensa seria:

Plano 7 perpendicular a las dos rectas, por ejemplo el que pasa por el origen, v1 = (2,3, —2) sirve de vector
ortogonal luego 7 : 2x + 3y — 22 =0

r=1+2¢
Interseccion de 71 y 7 sustituimos las paramétricas de 1 { y = —2+ 3t en la ecuacion del plano: 2(1 +
z=2-2t

8
2t) +3(—2+43t) —2(2—2t) =0, t= T sustituyendo en las paramétricas de

r1 resulta:
1416 _ 33
v=ltn=a 33 —10 18
y=—2+4=210 . A(T T
B 160 18! 177 17 717
i=2-p =15
T =2s 1
Interseccionde ro y m;ra ¢y = 1+ 3s  sustituimos: 2(2s)+3(14+3s)—2(2—2s) = 0, $= 17 sustituyendo
z=2-—12s
en las paramétricas de
2 2
TTw T 2 20 32
lta: =1+3=2 Bl|l—=,—, =
ro resulta Y + 127 %Z 717 17
s=2 2 =32
w17

312 + 302 + 142 11v17
Entonces d(r1,72) = d(A, B) = \/? — ;ﬁ_

= CUESTION 2.B.

Estudie si existe algtin punto que pertenezca a la vez a los tres planos siguientes. Calcule los
puntos en comun (si existen).

r=14+A\
m: xT—y+z=0; T 2= 2y; 3 y=1+X+p
z=142\—p

selen Sept 2007 Solucion:

Estudiamos el sistema formado por las ecuaciones generales de los tres planos:

r=1+2A
mir—y+2=0 m:z=2y; m3:{ y=1+A+pu
z=14+2\—p

r—1 y—1 z-1
3 1 1 2 =—(x-1)+z-1-2x—-1)=-3x+y+2+1=0
0 1 —1
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r—y+2=0
20 —2=0
3r—y—z=1
Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:
1 -1 1
|[M|={0 2 —-1]|=-6
3 -1 -1

Por tanto es un sistema Cramer de solucion tnica, los tres planos se cortan en un punto:

0o -1 1 1 0 1 1 -1 0

0o 2 -1 0 0 -1 0o 2 0

1 -1 -1 1 3 1 -1 1 3 -1 1 1
T

1 1 1
Luego los planos se cortan en el punto: (6, s §>

CUESTION 3.A.
Dada la funcién f(z) = 2%/(1 — 2?), se pide:
i) Dominio y cortes con el eje x.

ii) Puntos de discontinuidad, tipos de discontinuidad y asintotas verticales (calculando los
limites laterales).

iii) Asintotas horizontales y oblicuas.

iv) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

v) Representacion grafica aproximada teniendo en cuenta los resultados de los apartados
anteriores.

selen Sept 2007 Solucion:

Vamos a limitarnos a representar por camino corto, el resto de apartados se puede ver en Junio 2008 CUES-

TION 3.A.

1) Dominio y regionamiento

Hallando las raices de numerador y denominador resulta que delimitan region de cambio de signo de
y: xz=0,2r==1

2) Puntos de corte con los ejes

con OX :y =0, resulta x =0

con OY : z = 0, resulta el mismo

3) Asintotas

verticales valores de = en los que la funcién se va a infinito:
Asintotas verticales x = +1

horizontales n = lim (fx) = co no hay
Tr—r0o0
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oblicuas y = mx +n

3
m— 1fm 2 o T
To00 T z%oc.r(lfla)
3 3 3
, L et
m= g @) mm) = et = e =0

Asintota oblicua: y = —x

4) Extremos y crecimiento

x V3 V3
o) = 32%(1 — %) — 22(2®)  —a' +32% 30224 — 0. v 4V3 y' - |
- (1—a2)? S (-2 / o a y N\ /
MIN MAX
~J|+1
3
2 i
1 i
—2 2
Yo |
B 1N

= CUESTION 3.B.

Una cartulina tiene forma rectangular con 30 cm de base y 20 cm de altura. Se quiere construir
un cajon (sin tapadera) con la forma resultante tras recortar cuatro cuadrados de lado x en
cada esquina de la cartulina. Calcule x para que el volumen del cajon resultante sea maximo.
Calcule dicho volumen.

selen Sept 2007 Solucion:

Volumen V = (30 — 2z) - (20 — 2z) - = méaximo

V = 600z —100x>+42° derivando e igualando a cero:
V'(z) = 600 — 200z + 122% = 0

322 — 502+ 150 =0
. 50i\/502—6-150_{ 1 = 3/92

4 To = 12/7
la segunda no permitiria construir la caja. é
x 3'92
S’ (x) + - 20 — 2z
S@ | N : 30 21
MAX

El volumen maximo sera: V = 1056’3 cm?

= CUESTION 4.A.
1 3
. x° + 2
Calcular la integral: / ——— T
0 ¥+ 3x+2

selen Sept 2007 Solucion:

Es una integral de funcion racional con el numerador de mayor grado que el denominador, empezamos

haciendo la division:
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23+ 2 22 +3x+2
—3 — 322 — 22 r—3
—32° — 2z +2
3224+ 92+ 6
Ter+8

/75”3+2 da«—/ r-3+ 8 ) gy
J 22 +3x+2 " . 22 4+3x 42

Veamos las raices del denominador:

L 3+V0-8  3%1 -2

2 2 -1

El denominador tiene raices reales simples, planteamos la descomposicion en fracciones simples:

Tz + 8 Tz + 8 A B A(x+1)+ B(x+2)

952—&-31*—1—2:(33—&—2)(95—1—1)790—1—2 r+1 (z+2)(z+1)

Para x = —1 resulta 1 = B
Para v = —2 resulta —6 = —A4; A =6

Tx+8 6 1
ST Sl = de=6In|z+2|+1 1
/.7:2+3.7:+21 /(I+2+x+1) € nlz 42| +In|z+ 1

Por tanto:

Identificando numeradores : 7x +8 = A(z + 1) + B(z + 2)

1 3 -1 2 1
z° 42 Tr+ 8 x 1
- dx = r—34+ ————|dr=|% -3z +6In|r+2|+1 1] ==— 1
/0 R /0 (r 3+$2+3x+2) T {2 3z +6In|z+2|+Injz+ |0 5 —3+06In3+

5
In2—(6ln2+1Inl)= -5 +6In3—5In2= 0625

= CUESTION 4.B. Calcular el area encerrada por el eje x y la funcion f(z) = xcosx entre
x=-mw/2yx=m/2.
selen Sept 2007 Solucién: S = m — 2

\

Como la funcién es impar: S = S; + So = 25,

/2
S1 = / x cos xdx = calculamos la primitiva por partes:
0

u=x du=dx
T cos xdx = =zxsenx — [ senxzdr = rsenx + cosx
dv =cosxdr v = fcos xzdx = senzx
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w/2
luego: 57 = / xcoszdr = [xsenx + cos:r/]g/2 = gseng + cosg —cos0 = g -1
0

Por tanto S = 2(% — 1)u?
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20.2. Junio 2007

= CUESTION 1.A.
i) Definicion de rango de una matriz.

ii) Calcular el rango de A segtn los valores del parametro k.

1 3 3 1
A= E k3 —1
-1 3 3 0

iii) Estudiar si podemos formar una base de R?® con las columnas de A segiin los valores del
parametro k. Indique con qué columnas.

i) Rango de una matriz es el ntimero méaximo de filas (o de columnas) linealmente independientes. También
es el orden del menor de orden mas grande no nulo.

1 3 3
ii) Hacemos el determinante: | k& &k 3 | =6k — 18, que se anula para k = 3
-1 3 3
Luego para k # 3,r(A) =3
1 3 3 1
Para k = 3 queda A = 3 3 3 -1 eliminamos la segunda columna y hacemos el determinante:
-1 3 3 0
1 3 1
3 3 —1 |# 0 por tanto también el rango es 3. En consecuencia:
-1 3 0

La matriz tiene rango 3 Vk € R
iii) Siempre se puede formar base de R3:
Para k # 3 se pueden coger tres columnas cualesquiera.

Para k = 3, la segunda y la tercera son iguales, se escoge una de ellas y la primera y la cuarta.

= CUESTION 1.B.
i) Clasificar el sistema siguiente segtn los valores del parametro k.

ii) Resolver por Cramer para k = 2.

kr+y—22=0
—r—y+kz=1
r+y+z=%k

La matriz ampliada es
k 1 -2 0
A= -1 -1 k 1
1 1 1 k
Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:
k 1 =2
IM|=| -1 -1 k |=—k*+1Loanulamos —k*>+1=0, k=41
1 1 1



20.2 Junio 2007 233

Para k # +1 ran(M) =3 = ran(A) = n° incognitas sist. COMPATIBLE DETERMINADO

Para k =1 queda:

1 1 =20
A= -1 -1 1 1 | laprimera columna es igual a la segunda, hacemos el determinante
1 1 1 1
de lo que queda:
1 -2 0
-1 1 1 |#0luego: ran(M)=2 < 3 = ran(A) sist. INCOMPATIBLE
1 1 1

Para k = —1 queda:

-1 1 =2 0
A= -1 -1 -1 1 | la ultima fila es combinacion lineal de la anterior y el menor de
1 1 1 -1
orden dos senialado es distinto de cero luego: ran(M) =2 = ran(A) < 3 = n/
COMPATIBLE INDETERMINADO, soluciones dependientes de un parametro.

0 incognitas sist.

iii) Para k = 2 resulta |M| = —2% 4+ 1= -3

0 1 -2 2 0 -2 2 1 0

1 -1 2 -1 1 -1 -1 1

2 1 1 — 1 2 1 1 1 —
-3 -3 -3 -3 -3 -3

s CUESTION 2.A.

Un helicoptero situado en el punto P = (1,2, 1) quiere aterrizar en el plano 7w : z+y+3z =
0.

i) Calcule la ecuacion en forma continua de la recta de la trayectoria que le lleve al punto

més cercano del plano .
ii) Calcule dicho punto.

iii) Calcule la distancia que debera recorrer.
selen Jun 2007 Solucioén:

i) Es la recta perpendicular al plano por el punto, sirve por tanto de vector direccion de la recta el formado
por los coeficientes de z, vy, z que es vector ortogonal al plano.
z—1
3
ii) El punto de interseccion entre la recta y el plano lo hallamos sustituyendo las ecuaciones paramétricas de

rir—1l=y—2=

la recta en la ecuacion del plano:

6 5
=1+t 6 [ *=l-nuw=1u 5 16 —7
ri¢ oy=2+t ; (I+)+Q+t)+31+3t)=0; t=——< y=2-L=18 . P(=,— —)
B 11 I S 1111 11
z=1+3t z=1-97 =11

iii) La distancia seréa:

d(P,7) =d(P,P') = \/(——1)2+(
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=« CUESTION 2.B.

Un asteroide, que sigue aproximadamente la trayectoria dada por larectar: z+1=1y/2 =
2z 4 1, se esta acercando a un planeta situado en el punto P = (1, 1, 2).

i) Calcule la distancia mas cercana a la que se encontrara del planeta.
ii) Calcule el punto de la trayectoria del asteroide donde se alcanzara dicha distancia minima.
iii) Si inicialmente el asteroide se encuentra en el punto Q = (—1,0, —1/2), calcule la distancia

que deberé recorrer para alcanzar dicho punto.

selen Jun 2007 Solucion:

Y zt3 { A(-1,0,-2)

i cox+1
hri ztl=5=— 7:(1,2,0), 7=(2.4,1)

_PQAT

La formula de a distancia de un punto a una recta es: d(P,r) 7]
U

= —9i + 3] + 6k

9 1 _
V92 + 32 + 62
VIS Y
22 +42 + 12
ii) Plano perpendicular: 2z 4+ 4y + z + D = 0; sustituyendo P(1,1,2) 24+4+2+D=0; D= -8 7:
20 +4y+2—-8=0

d(P,r)

Para hallar el punto de intersecciéon ponemos r en paramétricas

r=—-1+4+1
1+1¢
r y =2t sustituyendoen w: —2+2t48t— % —8=0; t=1resultael punto P'(0,2,0)
1t
z=—3+t3
es el punto de la trayectoria de distancia minima.
. 1 - 1 V21
i) PQ = (—1,-2,—5);  [PQl=1[12422+ (5)2 = ¥ =

= CUESTION 3.A.
Dada la funcion f(z) = 2*(1 — z)/(2* — 1), se pide:
i) Dominio y cortes con el eje x.

ii) Puntos de discontinuidad, tipos de discontinuidad y asintotas verticales (calculando los
limites laterales).

iii) Asintotas horizontales y oblicuas.
iv) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos.

v) Representacion grafica aproximada teniendo en cuenta los resultados de los apartados
anteriores.
selen Jun 2007 Solucion:

Primero representaremos y después responderemos a los apartados que falten:
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1) Dominio y regionamiento Hallando las raices de numerador y denominador resulta que delimitan
region de cambio de signo de
y: x=-—1
En cambio x = 1 no delimita regiéon pues anula nu-
merador y denominador, es mas nos interesa escribir

., 2

la funcion en la2 (f(l)rma:) 2 )

T —T (1l —x
f) = LTo=8 o _TLod 1

x?—1 (x—1)(z+1)
2
—x .
—2?(x—1) — s x#£1 -3 -2 -10 1 2 3 4 5
G-ern ) @D ~1
no existe st x =1

z | -1 -2

El dominio es R — {—1,1}
Puntos de corte con los ejes:

con OX :y =0, resulta x = 0 doble,x = 1 no es porque anula también al denominador

con OX :y =0 es el mismo x =0
Asintotas:

verticales valores de x en los que la funcién se va a infinito:

Asintotas verticales © = —1
Aclaremos la situacion en = = 1 viendo los limites laterales
2(1 - 2(1 - —z?(z —1 —2? -l
lin (fa) =t D08 gy P00 g o) g e oL
r—1- r—1— IQ —1 r—1— (I — 1)(17 + 1) r—1- (SE — 1)(17 + 1) r—1— (SC + 1) 2
2 1— 2 1— _ 2 -1 _ 2 1
M (f2) = tim S0 T8 g 0 g om0 ma oL
r—1— 1t a2 —1 r—1+ (I — 1)(56 —+ 1) r—1+ (I — 1)(50 —+ 1) r—1+ (I 4+ 1) 2

No existe f(1) luego en x = 1 hay discontinuidad evitable
horizontal y = n: n = lim (f(z) = oo no hay
Tr—r00

oblicua y = mx + n:

2
m= tim L8 g =T
z—00 I z—00 x(a: —+ 1)
— 2 2 2
n= lim f(z)— 2= lim Y i ==lm w:l
Extremos y crecimiento
, (—2z)(x +1) — (—2?) 222 -2z +2%> —22-22 5 z=0
f— f— f— 1‘ d — — 2 f—
f'(x) @+ 1?2 EESIE @12 anulando v — r=0 — 9
-2 0
Y - + -
y pY a pY
MIN MAX

BN
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De los apartados del anunciado falta por contestar a los limites laterales en z = —1, es inmediato con el
regionamiento
2
z*(1 —x)
lim r)= lim ——~ = 400
xaflf(f ) r—1- a2 —1
2
24(1 —x)
lim r)= lim — = -0
z~>71+(f ) a1+ a2 —1

Hay discontinuidad de primera especie de salto infinito

= CUESTION 3.B.

De todos los cilindros de volumen 1/3 calcular las dimensiones del que tiene menor superficie.
(Indicacion: la superficie esta formada por dos circulos de radio r y un rectangulo de altura
h y el volumen del cilindro es V' = 7r2h).

selen Jun 2007 Solucion:
Volumen cilindro = 4rea de la base x altura Q

V=nr’h=
Superficie: dos circulos de radio r y un rectangulo de altura h y base 2m.r
S = 2m.r2 4+ 27.r.h min h

Llamamos al radio = y la altura y pues parece mejor despejar la altura en el
volumen para sustituir en la superficie

1 ) 1
— = TTXY; -

S = 2mx? + 2may
2( 2 1) 23ma® + 1
— T J— R

S(z) = 2ma® + 27

3ma? 3 3 x
29mz?x — (3rxd +1)  2972® — 3wz —1) 26723 —1
S'(z) = 3 e .7:(2 mz”+ 1) =3 T T;m ) =3 MLIQ ) anulamos la derivada:
67
6rx® — 1 = 0; T*si ! — | y = ! :‘i

s CUESTION 4.A.

i) Enunciar el teorema fundamental del calculo.

ii) Calcular la derivada de la funcion f(x) = / cos(t?)dt
0

iii) Calcular la integral / In(2?)dx
1

selen Jun 2007 Solucion:

ii) Por el teorema fundamental del calculo:

La derivada de f(z) = / cos(t?)dt es f'(z) = cosx?
0

— 2 — 2z _ 2 92
iii) /hﬂ(ﬂ??)dﬂ?: u=hat du=g v zwlnxg—/—xda::xlnxg—Qx
dv=dx v=u=x T
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/ In(z%)dz = [zln2? —2.%}(12 =2e—2e+2=2
1

= CUESTION 4.B.
3

Calcular el area encerrada por la funcion f(x) = (22 —1)/(2?+1) y los ejes x e y. [2.5 puntos]
selen Jun 2007 Solucioén:

Primero estudiamos el signo(regionamiento) de la funciéon descomponiendo en factores:

-1 (z—-1)(>+z+1)

luego el tnico cambio de signo se produce para x = 1
T | 1
y | - [+

Por tanto el area vendra dada por la integral definida entre 0 y 1 salvo el signo, bastara cambiar el signo
para tener el area.

Hallemos la primitiva. Es un racional con numerador de mayor grado, empezamos dividiendo:

3 —1 2+ 1

—(ES—(E x

—r—1

31 1
/m dx:/ x—x+ dx
2 41 2 41

El denominador tiene raices no reales, buscamos primero el In:

z+1 1 [ 22+2 1 [ 2 1 2 1 1 1
dz = - de = [ -2 ey > [ —“ de=:In(@?+1 "~ dr = -~ In(a?
/x2+1x 2/m2+1x 2/m2+1$+2/x2+1x 2n(x+)+/m2+1z i

1) + artanx

Queda por tanto la integral definida:

31 2 o
/I dx = [x———ln(xQ—i-l)—artana:] =———-In2-
2 .22

- :_l
o 5 063

Luego el drea es 0'63u?
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21.1. Septiembre 2006

= CUESTION 1.A.
i) Definicion de rango de una matriz. [0.5 puntos|

ii) Calcule el rango de la matriz A en funcion de los valores del parametro k.

1 k£ 1 2
A= 2 0 —-11
-1 1 1 0

iii) ;Podemos formar una base de R3 usando los vectores formados con las columnas de A?
.,Con cudles?

selen Sep 2006 Solucion:

ii)Hacemos un determinante del mayor orden posible, empezamos con el formado por las tres columnas que

1 1] 2
no incluyen parametro: 2 —1 1]=0
-1 1 0
Podemos eliminar la tltima columna que es combinacién lineal de las otras.
1 k1
Orlamos el menor de orden 2 no nulo con la restante columna: | 2 0 —1 | == —k + 3 Por tanto:
-1 1 1

Sik#£3,r(A)=3;S1k=31rA) =2
iii) Las tres primeras columnas forman base si k # 3.
= CUESTION 1.B.
i) Definicion de matriz inversa de una matriz cuadrada. [0.5 puntos]

ii) Calcule la inversa de la matriz B.

1 2 2
B = 1 0 1
-1 1 -1

239
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selen Sep 2006 Solucion:

Hay problema igual resuelto con detalle en: CUESTION 1.A. de junio de 2008; CUESTION 1.B. de septiembre
de 2007

-1 4 2
Al=1,A"= 0 1 1
1 -3 -2

= CUESTION 2.A.
Calcule la distancia del punto P = (1, —1,3) a la recta r.

r=1+ A\
r:¢ y=1-—2X\
z=1+42\
selen Sep 2006 Solucion:
T = A
T ;:ij)\ {?( 1
Z=1+2A 7= (1,12

El vector PQ = (1—1,14+1,1—3) = (0,2,-2))

La formula de a distancia de un punto a una recta es:

PQAT
ap,r) = L1

7]

ik
PQAG=|0 2 -2 |=2—2j—2k

1 -1 2

22 + 2+ (=22 V12
(P, 2>—¢ (=2) =2

m IR

La forma constructiva de hallar la distancia (dada por la distancia entre el punto dado y el punto de
interseccion del plano perpendicular con la recta), es més larga y no compensa.

= CUESTION 2.B.

i) Demuestre que las rectas siguientes se cortan en un punto. ;Cual es ese punto?

r=2—-\ r=1+\
riiq y=3+A rg1 4 y=6+A
z=1+2\ z2=6+ A

ii) Calcule la ecuacion general del plano determinado por ambas rectas.
selen Sep 2006 Solucion:

r=2—t =14
, ’ Pi(2,3,1) el
ri: y=3+t = (-1,1,2) ro:i y=6+s
z=1+2t P 2=6+s

Vectores direcciéon no proporcionales luego no son paralelas.

PQ=(1-2,6-3,6-1)=(—1,3,5)).
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-1 3 5
[PQ,vi,v2) =| =1 1 2 | =0 Por tanto las rectas se cortan.
1 1 1

Una manera rapida de obtener el punto de interseccion de las dos rectas es: observamos por las dos tltimas
ecuaciones paramétricas de ro que esta recta esta contenida en el plano y = z. Sustituyendo las paramétricas
de r1 en este plano hallamos el punto de interseccién que sera el punto buscado:

r=2-2=0
34+t =1+ 2t;2 = t, sustituyendo en las paramétricas de ry : y=3+2=5 luego el punto de
z=14+4=5

interseccion de las rectas es (0,5, 5)

ii) Para hallar el plano que las contiene tomamos el punto y el vector direccion de ry y el vector direccion de
T2

r—2 y—3 z-1
-1 1 2 =—ax+4+3y—2z—-5=0
1 1 1

= CUESTION 3.A.

i) Definicion de funcion continua en un punto. [0.5 puntos]

x?—1

2135427 clasificar segtin los diferentes
x% 4 3z

ii) Estudie la continuidad de la funcion f(z) =
tipos de discontinuidad.

iii) Estudie si tiene asintotas horizontales o verticales.
selen Sep 2006 Solucion:

Como es una funciéon racional la continuidad puede fallar en puntos que anulen al denominador

2?4+ 3242 =0, se nula para x = —1 y 2 = —2. Vamos a estudiar los limites en estos puntos:
o r=—1
21 D(x—1 -1
lm f(r) = lim — L gy EFDE=D g ol
z——1 r——-1224+3xr+2 z—o-1 (x—i—l)(x—‘,—Q) z—11x+ 2
Por otro lado f(—1) no esta definida, por tanto en 2 = —1 hay discontinuidad evitable.
o r=-2
2?2 —1 r—1 -3
Ii = lim —=1Ii =q—/7=—
m S = M e .M o {0} -
21 -1 -3
lim f(z)= lm ————— = lim T ={ 2 _o
z——2+ z——2t 22 +3x+2 oo—2tx+2 0+
Luego en © = —2 hay una discontinuidad de salto infinito. En la grafica hay una asintota vertical.

iii) Ya hemos visto las asintotas verticales. Veamos la asintota horizontal y = n:

n= lm f(z)= lm —>=———— = dividiendo numerador y denominador por 27 =
g
m ——— " =1

La asintota horizontal es y = 1
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= CUESTION 3.B.

i) Interpretacion geométrica de la derivada de una funcion en un punto. [0.5 puntos|
ii) Calcule la recta tangente a la curva f(z) = In(2?) en el punto z = 2.

iii) Calcule el punto de corte de dicha recta con el eje y.
selen Sep 2006 Solucion:

ii) La ecuacion punto pendiente de la recta es y — yo = m(z — xo), la recta tangente a f(z) = In(z?) en el

punto xg, sera:

Yo = f(wo) = f(2) =In(2%) =In4

m= @) [@) =2 =2 =1

22
La recta tangente es y — In4d = 1(z — 2)
iii) El punto de corte con el eje OY corresponde con z =0, y =1n4 — 2

CUESTION 4.A.

Calcule la siguiente integral.

1,2
z¥ 41
d
/0x2—4x

selen Sep 2006 Solucion:

/ 22 + 1d d1V1.d1cndo : / - 5 )
T = = = x
24 coclente 24
resto = 5
5 5 A B A 2)+ B(x — 2
Descomponiendo en fracciones simples: 0 ? = + = (z+2) + Bz )
22—4 (z-2)(z+2) -2 x+2 x2—4

Identificando numeradores:

5
Para x = 2 queda 5 = 4A4; A:Z

Para x = —2 queda 5 = —4B; B = —

=] Ot

"x? 41 ‘ 5/4 5/4 5 5
dx = 1 - de =1+ >Injz —2| — S1In|x +2
224" /( R a:+2) v=1+ e =2 -gfz+2

—

! 5 5 5 5

241 5 5 !
T dr = {x+zln|x—2|—11n|x+2|hz1+Zln|—1|—11n|3|— Zln|—2|—11n|2| =1-

0 I2*4

In|3| = —0'373

S—

=] Ot

CUESTION 4.B.

Calcule el area de la region determinada por las curvas y = 22 e y = 2/,

selen Sep 2006 Solucion:
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N[
o | 8,

"1 e
1 . X

/ 22 — 2ds =
Jo :

\]
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21.2. Junio 2006

» CUESTION 1.A.

i) Enuncie el Teorema de Rouché-Frébenius [0.5 puntos]|

ii) Estudie, segtn los valores del parametro a, el sistema de ecuaciones lineales siguiente:
ar +ay =a
r—y+taz=a
rT+2y+3z2=a

selen Jun 2006 Solucion:

La matriz ampliada es

a a 0 a

A= 1 -1 a a
1 2 3 a

Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:
a a 0

IM|=|1 -1 a|=-3a+a*>-2a*—3a=—a®>—6a=—a(a+6)Se anula paraa =0; a=—6
1 2 3

Para a # 0, —6; ran(M) =3 = ran(A) = n incognitas sist. COMPATIBLE DETERMINADO

Para a = 0 queda:

0 0 00
A= 1 =1 |0 0 | queincluye un menor no nulo de orden 2 dentro de la matriz de coeficientes. Por
1 2 130

tanto:
Sia=0::ran(M)=2 = ran(4) < 3 = n® incognitas sist. COMPATIBLE INDETERMINADO

Para a = —6 queda:
-6/ -6 0 -6
A= 1] —1 —6] —6 | que incluye ese menor no nulo de orden 2 dentro de la matriz de coeficientes.
1 2 3 —6

Orlando con la columna de términos independientes obtenemos el determinante:

-6 0 -6
—1 —6 —6 | = —378 Distinto de cero, por tanto:
2 3 -6

Sia= —6::ran(M)=2 # 3 = ran(A) sist. INCOMPATIBLE

= CUESTION 1.B.
i) Estudiar si los vectores v = (a, —a, 1), ¥, = (2a,1,1) y 3 = (1, —1,—1) son linealmente
independientes en funciéon del valor del parametro a.

ii) Cuando sean linealmente dependientes, escribir, si es posible, U5 como combinacion lineal
de v} y U5 .
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selen Jun 2006 Solucion:

i) Estudiamos el rango de la matriz formada por sus coordenadas, para ello hacemos su determinante:

a —a
2a 1 1 |=—a—a—-2a—1+a—2a%>=—-2a>—-3a—1=0;
1 -1 -1

202 +3a+1=0; a= I L

_—3im:{ -1

2
1 . . .
Paraa # -1y a# —3 los vectores son linealmente independientes.

En otro caso son linealmente dependientes.

-1 1 1
ii) Para a = —1, son linealmente dependientes, la matriz de coordenadas queda: -2 1 |1 El
1 -1 -1

menor senalado es no nulo, entonces vamos a escribir v3 como combinacion lineal de los dos primeros, cosa
inmediata pues v3 = 7.

-1/2 1/2 |1
Para a = —1/2, son linealmente dependientes, la matriz de coordenadas queda: -1 1 |1 El
1 -1 -1

menor senalado es no nulo, entonces vamos a escribir v3 como combinacion lineal de los dos primeros, cosa
inmediata pues vz = ¥s.

s CUESTION 2.A.

Las trayectorias de dos aviones vienen dadas por las rectas:

Ty y=1—A\ To ! y=A
z=1+42\ z =2

i) Estudie si las trayectorias se cortan, se cruzan o son coincidentes.

ii) Calcule la distancia minima entre ambas trayectorias.

selen Jun 2006 Solucion:
. Pl(lalvl) P2(17072) 7
: : ; PP,=(0,—-1,1
1) T1 { 032(17—1,2) T 172:(_1’1’0) ’ 142 ( ’ ) )
Las rectas no son paralelas porque los vectores direccién no son proporcionales.
0 -1 1
rango(Py Py, v1,03) : 1 —1 2 | =220, el rango es tres, Las rectas se cruzan
-1 1 0
ii) Para hallar la minima distancia entre las rectas hallamos el plano 7 que contiene a r; y es paralelo a 79
r—1 y—1 z-1
T 1 —1 2 =0;—2r—-2y+4=0;, m:x+y—2=0
-1 1 1

1+0+0-2 1
Entonces: d(r1,r2) = d(Ps, m) = ‘L‘ —

V141

S
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= CUESTION 2.B.

La trayectoria de un proyectil viene dada por la recta:

r=2-A
r:¢ y=3+A
z=142\

i) Estudie si el proyectil impactara con la superficie determinada por el plano 3x-+y-z=0.

ii) Calcule el punto de impacto y la distancia recorrida por el proyectil desde el punto inicial
P = (2,3,1) hasta el punto de impacto.
selen Jun 2006 Solucion:

i) Planteamos que un punto de la recta esté en el plano, sustituyendo su expresion paramétrica en el ecuacion
del plano: 3(2—=A)+ 3+ A —1—2X = 0, da como solucion A = 2 que sustituido en la recta da el punto
r=2-2=0
y=3+2=5 Por tanto el punto de impacto sobre el plano 7 es Q(0,5,5)
z=142-2=5

ii) La distancia entre P y Q es el médulo del vector PQ = (—2,2,4)

|PQ| = /(=2)2 + 22 + 42 = V/24 = 2V/6 es la distancia recorrida.

CUESTION 3.A.

Dada la funcién f(z) = z/(z* — 1), se pide:

i) Dominio de definicién y cortes con los ejes. [0.5 puntos|

ii) Intervalos en los que es positiva y en los que es negativa. [0.5 puntos|
iii) Asintotas. [0.5 puntos]

iv) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento. [0.5 puntos]

v) Representacion aproximada. [0.5 puntos|

selen Jun 2006 Solucién: Vamos a limitarnos a representar por camino corto, el resto de apartados se puede

ver en Junio 2008 CUESTION 3.A.

1) Dominio y regionamiento
Hallando las raices de numerador y denominador resulta que delimitan region de cambio de signo de
y: xz=0,x==1

2) Puntos de corte con los ejes
con OX :y =0, resulta x =0
con QY : x = 0, resulta el mismo
3) Asintotas
verticales valores de = en los que la funcién se va a infinito:

Asintotas verticales x = +1

T
horizontales n = lim (f(z) = — = 0 El eje de abcisas es asintota.
T—00 4 —1




21.2 Junio 2006 247

4) Extremos y crecimiento

5 Que no se anula nunca y es siempre negativa, luego la funcién es siempre creciente.

Y

= CUESTION 3.B.

Construir un tridngulo rectangulo de perimetro 3 con area maxima.
selen Jun 2006

Area: S = % maxima

Perimetro: x + y + \/m = 3. Despejamos y:

2
(Wf?ﬂ/z) =B-z-y? P+y*=9+2"+y* -6 —6y+2ay Y vVt +y?
20y — 6y —6x+9=0 2zy — 6y = —9 + 6z

-9 + 6x . )
y(2e —6) = =9+ 6x yfmSubtltuyondo en S: -
33.79“’67“' —9p 6,2 3 22_3
S(x) = 22176 = 4;1_1; =1 ziglhadeserméximo
S/()—3 (4o —3)(x —3)— (22> —3x) 3 42 —122—-32+9—22°+3z 3 22°—-12249
A (z — 3)2 1 (z — 3)2 T4 (-3
12+ 144 — 72 124+ +/72 5
202 —1204+9=0 = . ViR _ /512
1 1 \, 0,87

A partir del anunciado se deduce que la solucion es por tanto 2 = 0’87 (isdsceles)

= CUESTION 4.A.
i) Enuncie el Teorema Fundamental del Célculo. [0.5 puntos]

ii) Calcule la integral siguiente.

1
/ (2* — 1)e **dx
0

selen Jun 2006 Solucion:

Calculamos la primitiva por partes:

=22 -1 du=2xdx
2?2 e 2@dp=J “77 , : -
/(T Je * dv=e2*de v= J e dy = %1 [ —2e2%dx = 7%6721

1 i 1 x?—1 . u==x du=dx
2 —2x —2x T — —2zx 2T 7. —
—(x* — 1)56 —/—56 2xdr = 7 € +/1e dx = { 1 } =

dv=e"2dr v = —56’%
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2
1
16721(—2562 —2x+1)

21 1 1 21 1 21 1
o 027 _xﬁe_% _ /—56_2%1;1: __z 020 _ ge—% _ 16—21 — 2 (_x_ _r _) _

/01(172 —1)e 2 dx = [3621(_2172 — 27+ 1)} = i[e’Q(_z 24 1) - =

CUESTION 4.B.

2
Calcule el area determinada por la funcion f(x) = ——— ylasrectasy = 0,2 =0y
¢ +4x+3

T =3.
selen Jun 2006 Solucion:
/ 22 ; d1v1'dlendo : / - Cdp—3 ]

———dx = = = —— | dx

22 14z 13 coclente 22 1 dr 13

resto = -4x-3
. . ) —4x —3 —4x -3 A B Az +3)+ Bz +1)
Descomponiendo en fracciones simples: = = + =
2?2 +4243  (z+1)(x+3) z+1 z+3 22 +4x+3
Identificando numeradores:
1
Para x = —1 queda 1 =2A4; A= 3
Para x = -3 queda 9 = —2B; B = —_79
—4x —3 1/2 9/2 1 9

——dx = 1 — dx = =1 1| —=1 3
/I2+4a:+3 * /( TS a:+3> r=atghjetl-5hlz+ 3|
El denominador de la funcién se anula para x = —1 x = —3, por tanto la funcién tiene signo constantemente

positivo en la zona de integracion, luego el area viene dada directamente por la integral definida.

3 3
-4z —3 1 9
————dx = =1 1]—-=1 3
/0 PP L [x+2n|x+ | 2n|a:—|— @

1 9 9
5 1[4 = 516 + 5 In|3] = 0,573983

1 9 1 9
=3+ -In|4|—=-In|6] — |zIn|l|—-In|3|]| =3
=34 gt = gfe— gl - gnf3l| =3+
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22.1. Septiembre 2005

= CUESTION L1.1.
1. Enunciado del Teorema de Rouché-Frébenius. [0.5 PUNTOS]

2. Los sistemas:

ar +cy + bz = —4 r—2y+3z=1
br +ay +cz = -9 r+z=-1
cx+by+az=—11 r—z=23

son equivalentes. Hallar a;b y c.
selen Sep 2005 Solucion:
Dos sistemas son equivalentes cuando tienen las mismas soluciones.

Resolvemos el segundo por reduccion tipo Gauss, la matriz asociada es:

1 -2 3 1 1 -2 3 1
1 0 1 -1 |, restando ala3?la 2% 1 0 1 -1 |,queda —2z=4,2=-2; 1-2y—6=
1 0 -1 3 0o 0 -2 4
lLy=-3;, z—-2=—-1l,z=1
sustituyendo las soluciones en el primer sistema resulta:
a—3c—2b=—4 a—2b—3c=—-4 1 -2 -3
b—3a—2c=-9 —3a+b—2c=-9 [M|=| -3 1 =2 |=-5
c—3b—2a=-11 —2a—3b+c=-11 -2 -3 1
—4 -2 -3 1 —4 -3 1 -2 -4
-9 1 -2 -3 -9 =2 -3 1 -9
—-11 -3 1 —156 -2 -11 1 —52 -2 =3 -11
a = = =3 b= = =2; ¢
—52 —52 —52 —104 —52
—52
—52

Luego los sistemas son equivalentes para: a = 3,b =2,c =1

= CUESTION 1.2.

249
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1. Se consideran los vectores: u; = (1,1,2),us = (=1,1,0), vy = (0,—1,1) y vo = (1, =2,0).
Demostrar que para todo nimero real a, el vector (—2a, 3a, a) es combinacion lineal de u; y
uy vy también de v y vs.

2. Elegir tres vectores linealmente independientes entre los uy, us, vi y v y escribir el otro
como combinacion lineal de ellos.
selen Sep 2005 Solucion:
1. Para ver que el vector (—2a,3a,a) es combinacion lineal de ug, us basta estudiar el rango de la matriz
formada por sus coordenadas, para ello hacemos su determinante:
1 1 2
-1 1 |0

—2a 3a a

el menor senalado es no nulo por tanto el tercero se puede escribir como combinacién lineal de los dos
primeros.

De la misma forma para vy, va:

0 -1 |1
1 -2 10 | =0;
—2a 3a a

el menor senalado es no nulo por tanto el tercero se puede escribir como combinacién lineal de los dos
primeros.

2. Veamos el determinante formado por las coordenadas de uy, us, vy

1 1 2
-1 1 0[]#0;
0 -1 1

Luego esos tres vectores forman base de R3, luego vy se podra escribir como combinacién lineal de ellos:
)

Vg = xuy + yug + 2vy

z(1,1,2) +y(—-1,1,0) + 2(0,—1,1) = (1, —2,0) Separando coordenadas:
r—y=1 1 -1 0
T4y —z=-2 M|=|1 1 -1]|=4
20 +2=0 2 0 1
1 — 0 1 0 1 -1 1
—2 -1 -2 -1 1 1 -2
0 1 -1 0 1 -5 2 0 0 2 1
v 1 VI 4 ot —52 VD)
Por tant > +1
or tanto: vo = —~u; — —us + =
T tanto: vz 1 1 4 2 2V1

CUESTION 2.1.

1. Estudiar si las rectas:
=1
y=t Ly: {
z=2-+1

r+y—2+1=0

Lli
r+2y+3=0
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se cruzan.

2. Encontrar la distancia entre dichas rectas.

selen Sep 2005 Solucion:

. vt { Py

i) ry: y=t I
z=2+t !

r+y—z2+1=0

La recta 79 estd dada por interseccion de planos { , para hallar un vector direccién

r+2y+3=0
i j ok
hacemos el producto vectorial de los vectores ortogonales a los planos: wv=| 1 1 -1 |= 2 — f—}— k Para
1 2 0
. . r—z+1=0
hallar un punto hacemos por ejemplo y = 0 en el sistema y queda { 43—0 resultar = -3,z = -2

Otra opcion mejor habria sido parametrizar la recta pasando por ejemplo la variable y al segundo miembro:

. r+y—2+1=0 z=1+2+vy z=1-3-2y+y s 2y xi—3—2y

2 x+21/+3:0 I:_3_2y x:_3_2y I:—3—2y Z;y_2_y
Py(—3,0,-2)

Por tant :

or tanto 7o { 172: (2’_171))

Las rectas no son paralelas porque los vectores direccién no son proporcionales.

Consideramos el vector Py Py = (—3,0,—4)

-3 0 —4
rango(Pl_Pg, 07,03) 1 1 1 | #0, el rango es tres, Las rectas se cruzan
2 -1 1

ii) Para hallar la minima distancia entre las rectas hallamos el plano 7 que contiene a r; y es paralelo a 79

Ty z—2
m:| 1 1 2 =2x+y—32+6; m:2x4+y—324+6=0
2 -1 1
Entonces: d(r1,7r2) = d(P2, ) = 070+6 _ 0
224124 (=3)2| V14

= CUESTION 2.2.

1. Demostrar que las rectas:

r=1+1
3xr — 4=0
Li:d y=3+3t L. 42" YF
r—2z+4=0
z=3+t

son paralelas.

2. Encontrar la ecuacién de un plano paralelo al determinado por dichas rectas y que diste
de él V6.

selen Sep 2005 Solucion: a)

Para comprobar la posicion de las rectas hallamos un punto y un vector direccién en cada recta:
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=1+t
Tt P(1,3,3)
Ll 1/*3+3t _,_(131)
z2=3+t I
i j ok
3z — 4=0 > 2o
L { v y.:?; 0 w=3 -1 0 =1+ 3j + k Sustituyendo en las ecuaciones x = 0 obtenemos
T —z =
1 0 -11

el punto Q(0,4,4) (habria sido mas corto poner las ecuaciones paramétricas despejando y y z en funcion de
x)

Obtenemos el vector P@ =-1,1,1).

Por tanto ha resultado que ¥ y W son proporcionales luego las recta son paralelas o coincidentes, como PQ)
no es proporcional efectivamente las rectas son paralelas.

b) Primero buscamos el plano 7 que contiene a las dos rectas paralelas:
r—1 y—3 z-3
e 1 3 1 =2 —2y+2z-28; mix—y+22—-4=0
-1 1 1
Buscamos ahora plano paralelo 7’ : 2 — y + 22 + D = 0 que diste de él v/6, tomamos el punto P(1,3,3) € 7
1—3+6+D’ B ’4+D’
VI+1+4 V6

i\/6—4+D 6=4+D; D=2 T =r—y+2242=0
V6 —6=4+D; D=-10; mh=x—y+22-10=0

)

d(m,7') = d(P,,n") = V6 = ’

CUESTION 3.1.

La curva de ecuacion y = z3 + ax?® + bx + ¢ pasa por los puntos (1,0) y (0, —1) y tiene un
minimo para x = 2. Se pide:

1. Encontrar a,b y c.

2. Representar de forma aproximada dicha curva.
selen Sep 2005

f(x) =2+ az? +bx+c

Pasa por P;(0,—1)) : c=-1

Pasa por P;(1,0) : 14+a+b—1=0; a=-—b
Minimo den x = 2:

f'(z) = 32% + 2ax + b como f'(2) =0 124+4a+b=0; 124 4(=b)+b=0; 12 —3b=0; b
luego a = —4

I
S

Vamos a representar: y = x° — 4z + 4z — 1

Como es un polinomio basta con los puntos de corte y el crecimiento
1. Puntos de corte:

con OY :z =0, lo dan resulta y = —1

con OX : y =0, como pasa por el punto 1,0) aplicamos Ruffini:
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Lo 3+v0—-42  3++5

1 1 -3 1 . Anulamos el cociente: 2 = 3x+1 = 0z = 5 5 =
|1 -3 1 0

226

N, 0’38
2. Extremos scimiento: /= 322 — 8 4. se anula par: :&7\/(34748:&/\ 2

. y crecimiento: y x x + 4, se anula para x G Ny %

T % 2

y' | H 1

y 2N 2

MAX MIN

—2/1

= CUESTION 3.2.

De todos los rectangulos de diagonal 61/2, encontrar las dimensiones del de perimetro méxi-
mo.

selen Sep 2005 Solucion:

Perimetro: L = 2z + 2y maximo

Diagonal: 22 + 3 = (6v/2)? = 72. Despejamos y:

y=1\/72— a2

Sustituyendo en L: L(z) = 2z 4+ 2+/72 — 22 maximo y

Ahora anulamos la derivada:

—2x
L'(r)=24+2— 2
(@) W72 — 22
—2x  2V72— 2 — 2¢
V2—22 T2 — 22

2/ 72 — 22 — 22 = 0
VT2 — 22 =1

2
(\/727.7:2) =2

72—a2? =22 222=72 2?2=36;2=+6

L'(z)=2 =0

A partir del anunciado se deduce que la solucién es por tanto 2 = 6, un cuadrado

s CUESTION 4.1.
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2
1+ 22

Encontrar el area del recinto determinado por las curvas y = ey ="
selen Sep 2005 Solucion:

Veamos los puntos de corte entre las dos graficas:

2 2

1422

2 9 2 — 22— gt 4 9

— " =0 —— =0 -2=0

1+ 22 ‘ ' 1+ 22 T

9  —1EV1I4+8 —-1£3 [ -2 B
7= = = ;o r==+1

2 2 1 7
: . 2 ) 2 ) . :
En la zona de integracion y = T3 2 es mas grande que y = x° por tanto el area viene dada directamente
x

por la integral, como ademas hay simetria respecto a OY":

S 9 ] 13 m
'/0 (mx)dx[Qartanmg}O :2artan17370:217

o
Wl =

Wl =

2
ElércacsS:ﬂfg

CUESTION 4.2.

1. Justificar geométricamente que si f y g son funciones positivas en el intervalo [a,b] y si

b b
para todo x en dicho intervalo, f(z) < g(x), entonces / flz)dz < / g(z)dz

1 b d
2. Demostrar que 3 < /0 1 _:Ex 1

selen Sep 2005 Solucion:

1. Dado que si una funcioén es positiva en un intervalo su integral definida es el drea que encierra con el eje
OX en ese intervalo, resulta evidente la justificacion geométrica pedida.

2. Tenemos que en el intervalo [0, 1]

1 1 1
- > _ -
1+24 141 2
Por tanto:

/1 dx >/11d _[33}1_1
o Trar =, 27T 1200 T 2
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22.2.  Junio 2005

= CUESTION 1.1.

Estudiar, segtn los valores del parametro a, el sistema de ecuaciones lineales:
ay+z=a—1
—ax+ (a+1)y=a
ar—y+(2a—1)z=2a+1

selen Jun 2005 Solucion:

La matriz ampliada es

0 a 1 a—1
A= —a a+1 0 a
a -1 2a—-1 2a+1
Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:
0 a 1
|[M|=| —a (a+1) 0 = 2a® — 2a® = 24*(a — 1) Lo anulamos 2a%*(a —1) =0, a=0;a=1
a -1 (2a—1)

Para a # 0,1 ran(M) =3 = ran(A4) = n incognitas sist. COMPATIBLE DETERMINADO
Para a = 0 queda:
0 O 1 -1

A= 0 1 0 0 la primera columna es de ceros, hacemos el determinante de lo que
0o -1 -1 1

queda:
o 1 -1
1 0 0 |=0luego: ran(M)= 2 = ran(A4) < 3 = n° incognitas: sist. COMPATIBLE
-1 -1 1

INDETERMINADO, soluciones dependientes de un parametro.

Para a = 1 queda:

0 1 1/ 0
A= —1] 2 0 1 hacemos el determinante que orla ese menor de orden dos :
1 -1 1 3
1 1 0
2 0 1 |=6%0luego: ran(M)=2 < 3 = ran(A4) sist. INCOMPATIBLE
-1 1 3

s CUESTION 1.2.

1. Demostrar que cualquiera que sea el valor de a, los vectores: u; = (a,1,2),us = (1,1,a) y
u3z = (3a — 2,1,6 — 2a) son linealmente dependientes.

2. Si a = 2, escribir el vector w = (9,2,4) como combinacion lineal de los vectores u; y us.
selen Jun 2005 Solucién:

1. Estudiamos el rango de la matriz formada por sus coordenadas, para ello hacemos su determinante:
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a 1 2
1 1 a = 0;
3a—2 1 6-—2a

Luego Va los vectores u; = (a,1,2),us = (1,1,a) y ug = (3a — 2,1,6 — 2a) son linealmente dependientes.

2. Se trata de escribir el vector w = (9,2,4) como combinacion lineal de los vectores u; = (2,1,2) y
Ug = (1, 1, 2)

w=zu; +ug; (9,2,4)=2(2,1,2)+y(1,1,2)

20 4+y=9

Separando coordenadas: r+y=2 La ultima ecuacién es la segunda multiplicada por dos. Restando
204+ 2y =14

las dos primeras llegamos a x = 7, por tanto y = —5

Podemos escribir: w = 7u; — 5uy

s CUESTION 2.1.

Encontrar la distancia del punto P = (1,1,1) a la recta

r=1+1t
r:d y=t
z=1-—1t

selen Jun 2005 Solucion: \/g

Hay uno igual en septiembre 2006 CUESTION 2.A

= CUESTION 2.2.

1. Demostrar que las rectas:

r=1+2t =t
Ly:q¢ y=1—1t Ly:¢ y=0
z=t z=4—t

se cortan en un punto ;Cuél es ese punto?

2. Encontrar la ecuacion del plano determinado por dichas rectas.

selen Jun 2005 Solucion:

a)

Para comprobar la posicion de las rectas consideramos un punto y un vector direccion en cada recta:

=142
P S (RN
B 7= (2,-1,1)
z=1t
rT=t
0,0,4
z=4—1 I

ODbtenemos el vector PZQ =(—1,—-1,4).

Por tanto ha resultado que ¢ y @ no son proporcionales luego las rectas se cortan o se cruzan:
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-1 1
det|U, w0, PZ)] = 1 0 —1 | =0 por tanto las rectas se cortan.
-1 -1 4
Vamos a buscar el punto de corte:
mfliyflif_ —r+1=2y—-2 r+2y—3=0
2 -1 1 y—1=—=z ’ y+z—1=0

L12

Anadimos la ecuacion y = 0 que es uno de los planos que definen a Lo y el punto de corte es la solucion del
r4+2y—3=0
sistema: y+2—1=0 Cuya solucion es y = 0,z = 1, = 3 El punto de corte es C(3,0,1)
y=0
b) Para hallar el plano determinado por las rectas tomamos el punto @ de Lo y los respectivos vectores
direccion de las rectas:

r y z—4
m:| 1 0 -1 |=2y—z+4—xz—y=0.Elplanoesm:z+3y+2—4=0
2 -1 1

= CUESTION 3.1.
3

Se considera la curva definida por la funcién: y = Se pide:

22+1
1. Dominio de definicién, cortes con los ejes y simetrias.
2. Asintotas.

3. Intervalos de crecimiento de la funciéon. ;jTiene extremos la funcion?

4. Representacion aproximada de la curva.
3

5. ;Cual serd la grafica de la curva y = +17

2+ 1
selen Jun 2005 Solucion:

Vamos a limitarnos a representar por camino corto, el resto de apartados se puede ver en Junio 2008 CUES-
TION 3.A.

1) Dominio y regionamiento
Hallando las raices de numerador y denominador resulta que delimitan region de cambio de signo de
y: x=0

2) Puntos de corte con los ejes
con OX :y =0, resulta x =0
con QY : x = 0, resulta el mismo
3) Asintotas

verticales valores de x en los que la funcion se va a infinito: no hay

horizontales n = lim (fx) = co no hay
Tr—r00

oblicuas y = mx +n
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3
m = lim (@) = lim —— =1
T—00 I z—oo x(2? 4 1)
3 3 3
) R / ot —x
n = ngr;@(f(:r) —mx) = Tlglolo o LIEI;CTH =0
Asintota oblicua: y =z
4) Extremos y crecimiento
, z* + 322 4 9 . . e .
fi(z) = m; "+ 3z =0; x = 0 doble. La derivada es siempre positiva luego es siempre
x
creciente.
A
2
1 p
1 2 3
-1

La variacion que se indica en el punto 5. supone simplemente subir una unidad haca arriba la grafica.

= CUESTION 3.2.
De entre todos los nimeros reales positivos x, y tales que = +y = 10, encontrar aquellos para
los que el producto p = %y es maximo.
selen Jun 2005 Solucion:
Buscamos p = 2y maximo.
y = 10 — z, sustituyendo
p(z) = 2%(10 — ) maximo
p(x) = 102% — 2*

Derivando: p(x) = 20z — 3z?, anulamos la derivada:

20z — 32° =0; (20 —3x) =0 resulta z =0, 2= 23—0
T 20
S'(x) | -
S(x) / N\
MAX
= CUESTION 4.1.
x? x?
1. Se consideran, en el plano, las curvas de ecuaciones y = I +rey= T x. Dibujar

estas curvas.

2. Encontrar el area del recinto determinado por dichas curvas.

selen Jun 2005 Solucion:
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= CUESTION 4.2.
1
Calcular el valor de la integral: [ = / x e’ dx
0

selen Jun 2005 Solucion:

1
I:/ z e’ dx
0

Calculamos la primitiva por partes:

' u=1z du=dx '

xedr = — 2 — | e%dr = 1 & — &
/ { dv=e"dr v=-e" } /

1
/ xexda::[a:eI—eI]é:e—e—(—l)zl
0
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23.1. Septiembre 2004

= CUESTION 1.1.
a) Definicion de rango de una matriz.

b) Discutir, segun los valores del parametro a, el rango de la matriz:

1 a 1 a
01 a1
1 a 1 0

¢) Una matriz de tres filas y cuatro columnas verifica que su segunda columna es toda ceros y
la tercera columna es igual a la primera mas la cuarta. ; Cuél es el maximo rango que puede
tener?

selen Sep 2004 Solucion:

b) Como los tres primeros elementos de la tltima fila son iguales a los de la primera las tres primeras columnas
tienen rango 2. Consideramos el determinante que resulta de tomar las dos primeras columnas y la dltima:

1 a a
0 1 1 |=—a Por tanto:
1 a O

Para a # 0 el rango es tres.

1 0 J1 0
Paraa =0 0 1 |0 1 el rango es dos.
10 1 0

¢) El méximo rango es 2.

= CUESTION 1.2.

a) Estudiar, segin los valores del nimero real a, la dependencia lineal de los vectores e; =
(1,0,a),e3 = (2,a,—1)yes = (0,1,a).

b) Para a = 2, escribir el vector (—4, —8,3) como combinacion lineal de los e, e; y es.

261
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selen Sep 2004 Solucion:

a) Basta estudiar el rango de la matriz formada por sus coordenadas, para ello hacemos su determinante:

1 0 a
2 a —1|=ad*+2a+1=(a+1)%
01 a

e Para a # —1 el rango es 3, los tres vectores son linealmente independientes, forman base de R?

1 0 |-1
e Para a = —1, 2 —1 |—1 |, el menor senalado es no nulo, el rango es 2, los vectores son
0 1 -1

linealmente dependientes.

b) Para a = 2 resulta:e; = (1,0,2),e2 = (2,2, —1)ye; = (0,1, 2).
Se podra escribir v = (—4, —8,3) como combinacion lineal de ellos:
V = ze; + yes + zes

x(1,0,2) +y(2,2,—1) 4+ 2(0,1,2) = (-4, —8, 3) Separando coordenadas:

T+ 2y =—4 4 2 0
2u+2=-8 [M|=] -8 2 1|=9
20 —y+22z=3 3 -1 2
1 -4 0 1 2 —4 1 2 0
0 -8 1 0 2 -8 0 2 1
2 3 2 18 2 -1 3 27 2 -1 2 —18
. 9 g Y 9 9 be 9 9

Por tanto: v = 2e; — 3ey — 2e3

= CUESTION 2.1.

Encontrar la distancia del punto P(1, —1,2) al plano que contiene a la recta

r=t
riq y=2-—1
z=3+t

y pasa por el punto (2,1, 3).

selen Sep 2004 Solucion:

Pr(Ovza?’) 7
: P.=(-2,1,
il nC Ly @R
r y—2 z-—3
Plano 7 que contiene a r y a Q: w : 1 -1 1 =0x+2y+2—-7=0=0
-2 1

1 _
d(P,7) = ’ﬂ’ _5 _

V1+44+1
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= CUESTION 2.2.

Dadas las rectas:

r=4-+1t
r+y—5=0
Ly: = 2 Lo :
1y y=TRA 2 {3x+z—8:0 ’
z=—1
se pide:

a) Demostrar que estan contenidas en un plano cuya ecuacion se determinara.

b) Encontrar la perpendicular comtn a dichas rectas.
selen Sep 2004 Solucion:

r=4+t
a) Ly:¢ y=T742t {
z=—t

P1(47770)
vﬁi - (1727 _1)

Vamos a parametrizar la segunda recta dada por interseccién de planos, nos basta pasar las z al segundo

r=s
bro: Ly : -0
miembro: Lo {3$+Z—8:0 {228—396 yig_gs vy = (1,—1,-3)

Vectores direcciéon no proporcionales luego no son paralelas.

—

QP =(4,7—5,0—8) = (4,2, —8).

4 2 =8
[Q_P, vi,ve] =| 1 2 —1 | =0 Luego las rectas se cortan y por tanto definen un plano 7.
1 -1 -3

r—4 y—T7 =z
T 1 2 —1 | = =72+ 2y — 32 + 14 = 0 el plano que definen las dos rectas que se cortan es
1 -1 -3
m: Tx—2y+3z2—14=0

b) La perpendicular comin podemos hallarla encontrando el punto de corte de las dos rectas y tomando el
vector perpendicular del plano 7, o bien por el método mas general de dar la perpendicular comtn como
interseccion de dos planos: uno que contiene a L; y es perpendicular a m y otro que contiene a Lo y es
perpendicular a 7, lo haremos de ésta tltima manera:

r—4 y—7 =z

m o 1 2 —1 | =42 — 10y — 162+ 54 = 0; m 2 —5y —82+27T=0
7 -2 3
r y—9o z—28
m| 1 —1 -3 |=—-92—-24y+52+80=0
7T =2 3
r=—z+ =z
22 — 5y — 82+ 27 =0 1 P

La perpendicular comun es por tanto: r : { 92— 24y + 52+ 80 =0 y = 5 §Z
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= CUESTION 3.1.

a) Definicion de derivada de una funciéon en un punto.

b) Encontrar, utilizando la definicion, la derivada de la funcion f(z) = en el punto

5 241

2

c¢) Encontrar la tangente a la curva y = en el punto (2, -).
2 +1 5

selen Sep 2004 Solucion:

2+h o 2 2+h 2
24 h) - f(2 T — A i _2

b) f/(2 — lim f( + ) f( ) — lim (2+h)%2+1 2241 — lm 5+4h+h2 5 _

h—0 h—0 h h—0 h

5h—10—8h—2h? .
| MBRAGEAEh g on?  h(=3-2) . _3-9n 3
lim = lim S (11 ¢ R S A |, S —
h—0 h h—0 5h(5 4+ 4h + h?)  h—05h(5 +4h+ h%)  r—05(5+4h+h%) 25

¢) Ecuacion punto pendiente y — yo = m(x — xq);

2
yo=Ff(2)=+

-3 2 -3
m:f’(2):2—5;y—5:2—5(;r—2); T+ 25y —16=0

= CUESTION 3.2.

De entre todos los rectangulos cuya diagonal mide 10 m, encontrar las dimensiones del de
area maxima.

selen Sep 2004 Solucién: x = /50 cuadrado

Hay uno igual en sept 2005 CUESTION 3.2

= CUESTION 4.1.

Encontrar el area determinada por las curvas y = |z] e y = 2°.

selen Sep 2004 Solucion:

1

= CUESTION 4.2.
7
Calcular la integral / %d$
3 X —4

. Qué representa geométricamente el valor de dicha integral?

selen Sep 2004 Solucion:

"o 1 [ 2z 1
La primitiva es / ﬁda‘ = 5/ ﬂ—iéldT = §1n|.7:2 —4|+C
7

T 1. 1
/3 md:r = {5 In|2? — 4|L = 5(11145 —In5)=1In3 =109
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Como la funcién es constantemente positiva en la zona de integracion la integral es el area que encierra la

grafica de y = coneleje OX entrec=3yx =7

z
2 —4
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23.2. Junio 2004

= CUESTION 1.1.

a) Estudiar, segin los valores del pardametro a, el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
rt+ay—z=a
200 —y+az =1
3r—y+z=0

b) Resolverlo, si es posible, utilizando la regla de Cramer para el valor a = —1.

selen Jun 2004 Solucién:

Consideramos la matriz del sistemas:

1 a -1 a
20 —1 a 1
3 -1 1 0

Hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:

1 a —1
IM|| 2a =1 a |=a*+3a—4; a*®+3a—4=0seanulaparaa=1,—4
3 -1 1

e Paraa # 1,—4, ran(M) =3 = ran(A) = n® incognitas sist. COMPATIBLE DETERMINADO

11 -1 1
e Paraa =1 2 —1] 1 1 |, orlamos el menor senalado con la columna de términos indepen-
3 -1 10
1 11
dientes: | 2 —1 1 | # 0, luego:
3 -1 0

Para a = 1, ran(M) =2 < 3 = ran(A4) sist. INCOMPATIBLE
1 -4 -1 -4

e Paraa=1 —8 —1| —4 1 |, orlamos el menor senalado con la columna de términos inde-
3 -1 1 0
1 -4 -4
pendientes: | —8 —1 1 | # 0, luego:
3 -1 0

Para a = —4, ran(M) =2 < 3 = ran(A) sist. INCOMPATIBLE

rT—y—z=-—1

b) El sistema para a = —1 queda: —2r—-—y—z=1
3r—y+2=0
Por el apartado anterior sabemos que es compatible determinado, resolvemos por Cramer (el determinante
de la matriz de coeficientes vale sustituyendo a = —1 en |[M| = a® + 3a — 4 |[M| = —6):
-1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
1 -1 -1 —2 1 -1 -2 -1 1
0 —1 1 —4 3 0 1 -5 3 -1 0 7
T = =— y= —; z= ==
—6 6 —6 6 —6 6
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= CUESTION 1.2.

Dados los vectores de R® e; = (1,1,2),e, = (2,5,1),e3 = (0,1,1) y e, = (—1,1,0), encontrar
tres de ellos que formen una base de R? y escribir el otro como combinacion lineal de dicha
base.

selen Jun 2004 Solucién: Veremos si los 3 primeros forman base y escribir el 4° como cl de ellos

1 1 2
Hacemos el determinante formado con las coordenadas de los tres primeros | 2 5 1 | = 6 # 0 luego son
0 1 1

linealmente independientes y por tanto: {€7, €3, €3} es base de R?

Planteamos la combinacion lineal: €3 = zé7 +yés+ zé3 (—1,1,0) = 2(1,1,2) +y(2,5,1) 4+ 2(0, 1, 1) separando

r+2y=-—1
e igualando coordenadas queda el sistema: r+5y+z=1
20 4+y+2=0

que resolvemos por Cramer (el determinante de la matriz de coeficientes vale 6 pues vale lo mismo que el de

su traspuesta ya hallado:

-1 2 0 1 -1 0 1 2 -1
1 5 1 1 1 1 1 5 1
0 1 1 —6 2 0 1 0 2 1 0 12
6 6 6 6 6 -3
Por tanto €5 = —é7 + 2¢€3

= CUESTION 2.1.
a) Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta r dada por la interseccion de los planos
m:cx+y—2z—1=0 ym 2 —y+2=0
b) Encontrar la distancia del punto (1,0, 1) a dicha recta.
selen Jun 2004 Solucion:

a) Vamos a parametrizar la recta dada por interseccion de planos, nos basta pasar las z al segundo miembro:

-1
. r+y—2—-1=0 r+y=1+z2 3r=1 T7§+ Q(3,%,0)
: y==2+s :
20—y +2=0 20—y = —2 y=2r—2=2%—2 Z/_:; 7=1(0,1,1)

b) Encontrar la distancia del punto P(1,0,1) a dicha recta.

La formula de a distancia de un punto a una recta es:

PQAT
d(p’r)zw
|U
. 2 2
PQ = L20-1)=(-2,2,-1
Q (3 7_’37 - )H ( ) 3 )
i ]k
. 5. 2. 2.
= __ 2 2 _ ; N .
POQNT=| -5 35 -1 —§Z+§J—§
0 1

= 1354

1./52 2 —9)2
A(P.r) = 3V 0%+ 224+ (-2) 1
’ V0212412 3

= CUESTION 2.2.

V33
V2
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a) Demostrar que las rectas:

v=t r+y—z2=0
Ly y=—t L2:{ __
o4t 20+y+1=0

se cruzan en el espacio.

b) Encontrar la distancia entre dichas rectas.
selen Jun 2004 Solucién:
Consideremos un punto y un vector direcciéon de cada recta:

Pl(717073)
v =(1,1,1)

Vamos a parametrizar la recta Lo dada por interseccion de planos, nos basta pasar las x al segundo miembro:

Litx+1=y=2-3 {

I r+y—z2=0 r+y—2=0 z=yt+r=—-1-2z+ox=-1-2 96:51 9

9 =-1-12s

2"V 20 +y+1=0 y=—-1-2 y=—1-2z J X
z=—-1-5s

Q0,-1,-1)
LQ . N

v = (1,-2,-1)
Como v7 y v3 no son proporcionales las rectas no son paralelas, por tanto se cortan o se cruzan. La minima
distancia entre ellas viene dada por la distancia de @ al plano 7 que contiene a L1 y es paralelo a Lo:

r Yy z—2

|1 -1 1 =3rx+2y—2+4+2=0

-2 -1

0—-2+1+2 1
d(Ll-,LQ) :d(Q,ﬂ—) = =

VIt+t4d+1l 14
CUESTION 3.1.
2
-1
Dada la curva de ecuacion y = 3327, se pide:
x4+ 2
a) Dominio de definiciéon y cortes a los ejes.

b
c)

) Simetrias.
d) Posibles extremos de la funcion que define a la curva.

Asintotas.

e) Con los anteriores datos, obtener una representacion grafica aproximada de la curva.
selen Jun 2004 Solucién:

Vamos a limitarnos a representar por camino corto, el resto de apartados se puede ver en Junio 2008 CUES-
TION 3.A.

1) Dominio y regionamiento
Hallando las raices de numerador y denominador resulta que delimitan region de cambio de signo de
yrx==1
T | -1 1
vy [+ T =1
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2) Puntos de corte con los ejes
con OX :y =0, resulta x = +1

-1
con OY : z =0, resulta y = <>

3) Asintotas
verticales valores de = en los que la funcion se va a infinito: no hay

2 _

1
horizontales n = lim f(z) = lim 5= 1 Asintota horizontal: y = 1

T—00 z—00 2 +

4) Extremos y crecimiento

6x
f(z) = ﬁ Que se anula en x = 0
x
T 0
Y - +
Y hY /

| I
-2 -1 1
-1

La funcién es simétrica respecto a OY, f(—x) = f(z)

>
T >
2

= CUESTION 3.2.

Se dispone de un hilo metalico de longitud 140 m. Se quiere dividir dicho hilo en tres trozos

de forma que uno de ellos tenga longitud doble de otro y tal que al construir con cada uno
de ellos un cuadrado, la suma de las areas de los tres cuadrados sea minima. Encontrar la

longitud de cada trozo.

selen Jun 2004 Solucion:

Sea x el lado del cuadrado pequeno por tanto el otro tiene de lado 2x, sea y el lado del tercer cuadrado:

La longitud total es 4x 4 4 - 2x + 4y = 140, luego 12z + 4y = 140; y =35 — 3z
El area total es: S(x) = 2% + (22)? + (35 — 3z)? = 1422 — 210z + 1225

2| &

Derivando S’(z) = 28z — 210 anulando la derivada: 28z —210=0; == — ~_7

5
Luego el lado méas pequeno es ERA los tres trozos son 30m, 60m y 50m.

s CUESTION 4.1.

Contestar, razonando la respuesta, si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
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b c c b
a) / f(z)dz +/b f(z)dx = / f(x)dx d) Si/ f@)dz =0y f(x) > 0 para todo x, entonces

b [ ' f)ge)da = / ' fla)d / " g(@)da

b
¢) Si / f(x)dx =0 , entonces a = b.

selen Jun 2004 Solucion:

a=nb.

b

e) /ab(f(x) +g(x))dz = /ab f(z)dx —|—/a b(z)dx

Teniendo en cuenta que la integral definida es el area encerrada por la curva con el eje OX entre los limites

de integracion (salvo el signo) se justifica que:
a) Verdadera

b) Falsa

¢) Falsa

d) Verdadera

e) Verdadera

CUESTION 4.2.

2
Calcular el area determinada por la curva y = ———, el eje de abscisas y las rectas z =1y
241
r=—1.
selen Jun 2004 Solucién:
S dividiendo . 1
La primitiva es: / de = cociente = 1 = / (1 — Q:Q——H) de =x —artanx + C
resto = -1

La funcion es siempre positiva. Como la funcion es simétrica es méas comodo integrar entre 0 y 1 y luego

multiplicar por dos:

o1 2
/ ‘ d.r:[.rfartanm](l]zlf ArcasSzQ(lf%):27g:0/429
0

w1

2 +1



