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EBAU Matematicas I (Murcia) 1

Ano 2023

1.1.  Julio 2023

= CUESTION 1

Se quiere calcular un niimero de tres cifras con los siguientes datos:

i) La suma de sus tres cifras es 9.

ii) Si permutamos la cifra de las centenas con la cifra de las unidades, el ntimero obtenido es
el nimero inicial menos 99.

iii) Si permutamos la cifra de las decenas con la cifra de las unidades, el nimero obtenido es

el namero inicial méas 36.

a) Denotando por x la cifra de las centenas, por y la de las decenas y por z la de las unidades,
plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente la informaciéon dada en

i), ii) y iii).
b) Calcule el ntimero en cuestion.
selen Jul 2023 Solucion:

a) El ntimero "zyz” tiene de expresion polinémica 100z + 10y + z, por tanto

r+y+z=9 r+y+z=9 r+y+z=9
100z 4+ 10y + z = 1002 4 10y 4+ z — 99 99z — 99z = —99 r—z=1
100z 4+ 10z + y = 100z + 10y + 2 + 36 9z — 9y = 36 y—z=-—4
1 1 1
b) Resolvemos por Cramer |[M|=|1 0 -1 |=3
1 -1
9 1 1 1 1 1
1 0 -1 1 -1 1 0 1
—4 1 -1 . -4 -1 01 —4
r = T =5, y= T =0; z= 1 =4

El ntmero es 504.
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= CUESTION 2
Se dice que una matriz cuadrada A es 2-nilpotente si cumple que A? = 0.
a) Justifique razonadamente que una matriz 2-nilpotente nunca puede ser regular (o inverti-

ble).

3 =9 ) es 2-nilpotente.

b) Compruebe que la matriz A = ( L3

. . 6 .
c¢) Determine para que valores de a y b la matriz A = ( Z ) es 2-nilpotente.

selen Jul 2023 Solucioén:

a) Como el determinante de la matriz producto de dos matrices cuadradas es el producto de los determinantes
|A%| = 0 = |A| - |A] por tanto el determinante de A es cero y no es invertible.

3 -9 3 -9 9—-9 =27T+27 0 0 .
A-A= . = = 2-nil .
b) (1 _3) (1 _3) (3_3 _9+9) (0 0)es nilpotente

o) 6 a . 6 a\ (36+4a 6a+ab ) (0 O
4 b 4 b ) \ 2444b 4da+0> ) L0 O
Resulta 2-nilpotente sia = -9y b= —6

= CUESTION 3
Considere la funcion f(x) = ze™*, definida para todo valor de = € R.
a) Calcule lim f(x).
Tr—00

b) Calcule la derivada de f(x) y determine los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento
de la funcién f(x) y sus extremos relativos (méximos y/o minimos).

c) Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).

selen Jul 2023 Solucioén:

» , X 00/00 , 1
a) lim ze ™ = lim — _| / = lim — =0.
T—00 z—o0 e [’Hopital r—00 ¥

b) fl(x) =e *—xe " =(1—2x)e * se anula para x = 1

T 1

/

— -
V. S
MAXIMO

estudiamos el crecimiento con el signo de la derivada:

1
Por tanto: f(x) crece en (—o0, 1), tiene un maximo en (1, -) y decrece en (1, 00)
e

c) /;L*ef‘”d;r: u::r/;i du = dir o :—mefz—/—ef‘”d;r:—mefz—efz—&—C
dv=e"dx, v=-—e"
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= CUESTION 4

senax

Considere la funcion f(x) = 1T ol s
cos?x

, definida para todo valor de z € R, donde

cos? x = (cos x)>.

a) Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).

w/2
b) Calcule la integral definida / f(z)dz.
0

c¢) Determine la primitiva de f(z) que pasa por el punto (7, 1).

selen Jul 2023 Solucioén:

o osx =t 1
a) /ﬂdl’ = { cose } = /mdt = —artant = —artan(cosx) + C

1+ cos?zx —senzdr = dt

b) P _sena d tan (cos(r/2)) + ar tan (cos(0)) tan0 + artanl = —
D — X = —artan (Cos(m ar tan (Cos = ar tan ar tan = —
Jo 1+4cos?zx 4

¢) F(x) = —artan(cosx) + C, F(r)=1; —artan(cosm)+C =1; —artan(—1)+C =1;

T ™
—+C=1, C=1-—
4+ ' 4

7r
La primitiva es F(z) = —artan(cosz) + 1 — 1

s CUESTION 5

Los puntos A = (6,—4,4) y B = (12, —1, 1) son dos vertices de un triangulo. El tercer vértice
rT—2y=>5
rT+22=5

C es la proyeccion ortogonal del vértice A sobre la recta r : {
a) Calcule las coordenadas del vértice C.

b) Determine si el triangulo ABC tiene un angulo recto en el vértice A.

c) Calcule el area del triangulo ABC.

selen Jul 2023 Solucioén:
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a) Pasamos la recta r a forma paramétrica: (pasamos z al segundo
miembro como parametro)

r=A\
2y=—-5+z y—_TS—l-%x -5, 1
22=5—=x z=3-1z y:?t?\
21 21 2=3—1x
Un vector direccion de 7 es (1, =, —=), o mejor v = (2,1,—1)

Para encontrar la proyeccion de A(6, —4,4) sobre r hallamos el plano
7 perpendicular a r por A, nos sirve el vector ¥ = (2,1, —1) direccion
de r como ortogonal de 7: 2x+y—2+D =0,

sustituyendo A : 2-6—-4—-44+D =0, D = —4, el plano es
T=2r+y—2z—4=0

La proyeccion de A sobre r es el punto interseccion de r y 7, susti-
tuimos las paramétricas de r en la ecuaciéon de 7:

-5 1 5 1
N — A= (2 —ZN\) -4 = A=5—-4=0; A=3.
At H5A= (55N 0, 3A\—5 0; 3
€r =

y=ZF +tg3=F +5=-1

_ 5 lg _ 5 3 _

z=g-g3=3-5=1

La proyeccion de A sobre r es el punto C(3,—1,1)

b) Vemos si los vectores AB = (6,3,-3)y AC = (—3, 3, —3) son ortogonales, el producto escalar es AB-AC =
—18 4+ 9 4+ 9 = 0 efectivamente el angulo en A es recto

¢) Podemos calcularlo por la mitad del modulo del producto vectorial de AB y A@, pero como hemos visto
que son ortogonales aplicamos la tradicional area del triAngulo base por altura partido por dos

modulo de AB = /62 + 32 + (=3)2 = V54 y de AC = /32 + 32 + (=3)2 = V27
VBA-V2T  21V/2 L2

Area del triangulo: =

2 2
CUESTION 6
1
Considere el plano 7 de ecuacion 7 :  2x+ay —2z = —4 y la recta r dada por r : z ;_ =
y+1 z-=5
1 =2

a) Estudie la posicion relativa del plano 7 y de la recta r en funcién del parametro a.
Se sabe que cuando a = 1 la recta r corta al plano w. Para ese valor de a:
b) Calcule el punto de corte de la recta r y el plano 7.

c) Calcule el angulo que forman.
selen Jul 2023 Solucion:

a) De la ecuacion del plano 2z 4+ ay — 2z = —4 obtenemos que ¥ = (2, a, —2) es vector ortogonal a 7, de los
denominadores de la ecuacion de la recta que @ = (2,1, —2) es vector direcciéon de 7. Si hacemos el producto
escalar de los dos vectores - W = (2,a,—2)-(2,1,—2) = 44 a+4, nos dice que esos vectores son ortogonales

cuando a = —8, por tanto el plano 7 y la recta r son paralelos o bien la recta esta contenida en el plano si
a = —8.
Consideramos el punto P(—1,—1,5) de r y vemos si esta en el plano 2z —8y —2z = —-4: —2+4+8—-10= —4

efectivamente verifica la ecuaciéon. Por tanto:
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Si a = —8 la recta esta contenida en el plano.

Si a # —8 la recta corta al plano.

b) Paraa=1el planoes: 7: 2x+y—2z=—4.

r=—-142A
Para hallar el punto de corte de la recta sustituimos las paramétricas de r : y=—1+ X en laecuacion
z=5—2\

del plano

r=-142=1
o 2(=1420)—14+A-2(5—-2\) = -4, —13-A=-4, 9A =9, A\ =1.Sustituyendo:{ y=-1+1=0
5-2=3

El punto de corte es (1,0, 3)

¢) El angulo es el menor angulo que forma la recta r con su proyeccion ortogonal sobre el plano.

Se halla a partir del angulo que forman el vector direccién de la recta y el vector ortogonal del plano, el
angulo buscado es el complementario.

U= (2,1,—2) es vector ortogonal a 7 y @ = (2,1, —2) es vector direcciéon de r, el mismo, por tanto recta y
plano son perpendiculares, el angulo es 90°.

s CUESTION 7

En un cine hay 3 salas y un total de 250 espectadores repartidos de la siguiente manera: 100
espectadores en la sala A, 50 en la sala B y 100 en la sala C. Se sabe que la pelicula de la
sala A gusta al 80 % de los espectadores, la de la sala B al 20 % de los espectadores y la de
la sala C al 60 % de los espectadores. A la salida de las tres peliculas se elige un espectador
al azar. Calcule:

a) La probabilidad de que el espectador haya estado en la sala C.

b) La probabilidad de que le haya gustado la pelicula, sabiendo que ha estado en la sala C.
c¢) La probabilidad de que le haya gustado la pelicula y haya estado en la sala C.

d) La probabilidad de que le haya gustado la pelicula.

e) La probabilidad de que le haya gustado la pelicula o haya estado en la sala C.
selen Jul 2023 Solucion:

{A,B,C,} , forman un sistema completo de sucesos. Sea F' el suceso gustar la poh’cula V' su contrario.

04 A

~ 100 80 1007,
p(A)*250*04a p(B)7250—02, p(C) = 950 0’4 X 02B<

< =2 < =3<
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b) p(F/C) = 0'6

) p(FNC) =p(C)-p(F/C) = 0/4-0'6 =024

d) Teorema de la probabilidad total:

p(F) = p(F/A) - p(A) + p(F/B) - p(B) + p(F/C) - p(C) = 0,8-0,4+0,2-0,2+0,6-0,4 = 0,6
e) p(FUC) = p(F) +p(C) — p(FNC) =06+ 04— 024 =076

CUESTION 8

En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades y 2 decimales para los
porcentajes.

El peso de los recién nacidos en la Region de Murcia sigue una distribucion normal de media
1y desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que el 67 % de los recién nacidos pesan menos
de 3,464 kg y que el 1,5% de los recién nacidos pesan mas de 4,502 kg.

a) Cual es el porcentaje de recién nacidos cuyo peso esta comprendido entre 3,464 y 4,502
kg?

b) Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.

c) Calcule el porcentaje de recién nacidos que pesan menos de 2,33 kg.

selen Jul 2023 Solucion:

a) El porcentaje de nacidos con peso comprendido entre 3,464kg y 4,502 kg sera 100 — 67 — 1’5 = 31'5%

b) De la distribucion normal N (u, o) sabemos que p(X < 3'464) = 0’67 y que p(X > 4'502) = 0'015. Vamos
a hallar la media y la desviacion tipica.

En la tabla de la normal N(0,1):

0’67

06700 : { —» 21 =044

Z1

m
1—0015=0985 —: { — 25 =217 :

72

Resulta entonces N(32,06)

z =

) {0’44(73’464u {1’7301’038; o=006

o 2170 = 4’502 — pw=3464—044-0'6 = 3'2

¢) En la distribucion normal: N(32;06).
Hallar p(X < 2,33)

rT—pn 2 —-3,2
{tipiﬁcandozT p_ 23373 1,45}

o 0,6
p(Z > —1,450) = 0,0735 /\

El 735 % de recién nacidos que pesan menos de 2’33 kg. 2’33
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1.2. Junio 2023

= CUESTION 1

Una papeleria vende boligrafos, rotuladores y libretas. Una libreta cuesta el doble que un
boligrafo y un rotulador juntos, un boligrafo cuesta la sexta parte que una libreta, y un
rotulador cuesta el doble que un boligrafo.

a) Denotando por z el precio de cada boligrafo, por y el de cada rotulador y por z el de
cada libreta, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas que represente los datos
del ejercicio.

b) Justifique que, con estos datos, no se puede conocer el precio de cada uno de los tres
productos.

c¢) Calcule el conjunto de todas las posibles soluciones del sistema.

d) Sabiendo que una libreta cuesta 18 euros, calcule el precio de cada producto.

selen Jun 2023 Solucion:

z=2(x+vy) 204+2y—2=0 204+2y—2=0
a) r=Z r—%=0 6r—2z=0
y =2 20—y =0 20 —y =0

b) Es un sistema homogéneo; estudiamos el rango de la matriz de coeficientes:

2 2 -1
[M|=|6| 0 —1|=0, por tanto como el menor resaltado es distinto de cero el rango es dos, queda un
2| -1 0

sistema compatible indeterminado con infinitas soluciones dependientes de un pardmetro, por tanto no se
puede conocer el precio de cada producto.

¢) Para resolver el sistema, es decir para expresar las soluciones, escogemos las dos ultimas ecuaciones y
pasamos la x al otro miembro como parametro:

r=u r=A
z = 6x y=2\ , ANER
y =21 z =06\

d) Si la libreta cuesta 18 € los otros precios serfan: boligrafo %8 =3 € ,rotulador 6 € .
= CUESTION 2
a a -1 —4 5 —6
Considere las matrices A = , B = C=
(—1a) (2 3) Y (—23)
a) Determine para que valores del pardmetro a la matriz A es regular (o invertible).

Se sabe que cuando a = —2 la matriz A es regular (o invertible). Para ese valor de a:

b) Calcule la inversa de A y compruebe que A-A™' = I, con I la matriz identidad de orden
2.
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¢) Resuelva la ecuacion matricial AXA™ + B = C”, donde C” denota la matriz traspuesta

de C.

selen Jun 2023 Solucion:
a) Calculamos el determinante de A: |A| = ‘ “

1 “ ‘—a2+a,que se anula para a = 0y a = —1, por tanto
-1 a

para a # 0, —1 la matriz tiene inversa.

b) Para a = —2 resulta A = ( _i _3 )

La inversa es la adjunta de la traspuesta dividida por el determinante:

-9 1 -2 2 -1 1
—1.0 A — 9. t_ : oAty ) -1 _
Hallamos A™%; |[A] =2; A'= ( 9 _9 ) ;o adj(A") = ( 1 -9 ) ;AT = ( 1 )

_ -2 =2 -1 1 2-1 —-2+42 10
N . 1 = . = =
Comprobamos: A - A < 1 o > ( % 1 ) < 1-1 —1+2 ) < 01 )

¢) Despejamos primero la X en la ecuacion matricial:

AXA '+ B =0T, AXA' =0T -B;, A'AXA = A0 -B); xA! = AT -
B); XA 'A=A1CT"-B)A X=A1(C" - B)A. Es decir:

o (5 3) (33 (50)
e-ma=( 5 0) (3 5)-(T1% 1)
X_A—1<CT—B)A—< %1 _1> (‘i;‘ _ﬁ)‘(—gg ji)

CUESTION 3

Calcule los siguientes limites:

cos(2z) — 1
a) lim #

z—0 rsenx

, 94z —+/9—12

b) lim v v

z—0 3x
selen Jun 2023 Solucion:

2z) =1 -2 2 —4 2
a) a) lim cos(2x) O/O. ~ i sen(2x) _ 0/0. ~ i cos(2x) _
z—0 xsenx  L’Hopital z—0 Sen x + T cos L’Hopital z—0 COST + COST — Tsen T
-4
)
2

b)
o VIFT VI3 _ 0/0 o (VIF 7’ - (Vi-2)°
20 3 ~ multiplicamos por el conjugado ~ =—0 (VI+z++v9—z)3z N

942 —(9—1x) , 2z , 2 2 2

1
I*}O (,/94-‘@-‘,-\/ —x) zg% (\/9—‘,—x—|—./9—x)3x IL>I110 (\/94—;5—‘,—\/9—.%)3 (3+3)3 18 9
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= CUESTION 4

2

Considere la funcion f(x) = definida para todo valor de x € R.

14 22
a) Calcule: xkinoo f(x)

b) Calcule la derivada de f(x) y determine los intervalos de crecimiento y/o decrecimiento
de la funcion.

c) Calcule la integral indefinida de la funcion f(x).

d) Determine la primitiva de f(x) que pasa por el punto (1,1).

selen Jun 2023 Solucion:

z? 00/00 1
a) i )= lim —— = =1 =1
a) s oo f(@) e oo 1 + 22 dividiendo por 22 oo 1 1
o) +
20(1 22\ /22/ 20
b) f'(z) = z(l+o7) Z(:r): ’ 5, que se anula en x = 0
(11 22) (1127

T 0

r i decrece en (—00,0) y crece en (0, 00)

N

MINIMO

2 1
c) /T—dm: dividiendo :/ l-—— |)der=x—artanz +C
1+ a2 1+ a2

d) Hacemos que la primitiva general F(x) = & — artanxz + C pase por el punto (1,1), F(1)=1

3

l—artan1+C =1, 1—%—1—6’ =1, C= 2 la primitiva que pasa por el punto (1,1) es F'(z) = x—ar tanx—&—%

= CUESTION 5
Considere las siguientes rectas:

xr—2y=>5 r—8 y+3 z-—3
T y S : = =
y+2=0 2 1 -1

a) Compruebe que ambas rectas son paralelas.

b) Compruebe que el punto P(7,1,—1)) esta en la recta r y calcule su proyeccién ortogonal
sobre la recta s.
c) Calcule la distancia entre ambas rectas.
selen Jun 2023 Solucion:
a) Vamos a obtener un punto y un vector direcciéon de cada recta:
Ponemos r en paramétricas, pasamos y al otro miembro como parametro:
T=>5+2\

P =5+2 P(5,0,
rod ? >ty i oy=2A por tanto: 7 : J(5’0’0)
=Y ) A U= (2/ 17 71)
z=—
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r—8 y+3 =z-3
2 1 -1

Ps(Sv _37 3)

o @ =(2,1,-1)

por tanto: s: {

Como 7'y @ son iguales, por tanto proporcionales, las rectas son paralelas. (no coinciden porque es inmediato
ver que el punto P,.(5,0,0) no esta en s)

7T—2-1=5
1-1=0
verifica las ecuaciones, luego P esta en r.

Para encontrar su proyeccién sobre s hallamos el plano 7 perpendi-

vemos que

b) Sustituyendo P(7,1,-1)) en r : {

cular a s por P, nos sirve el vector @ = (2,1, —1) direccion de s como
ortogonalde 7: 2zx+y—z+4+ D =0, s
sustituyendo P: 2.7+ 1—(=1)+D =0, D = —16, el plano es
T=2r4+y—2z—16=0

La proyeccion de P sobre s es el punto intersecciéon de s y m, ponemos

=842
s en paramétricas: s : y = —3-+p y sustituimos en la ecuacion
z=3—p

dem: 28+2u)—34+pu—B—p)—16=0,-6+6p=0; pu=1
La proyeccion de P sobre s es el punto Q(10,—2,2)

¢) La distancia entre las rectas paralelas r y s vendra dada por la distancia entre los puntos P de r y su
proyecciéon ortogonal @ de s.

d(r,s) =d(P,Q) =/ 10 -7)2+(—2—-1)2+(2+1)2=v/9+9+9=3V3

CUESTION 6
— -3
Considere el plano 7 de ecuaciéon 3x —y—2z = 5y la recta r dada por L 7 g 7 ta_ %

a) Estudie la posicion relativa del plano 7 y de la recta r en funcién del parametro a.

Se sabe que cuando a = 0 la recta r es paralela al plano 7. Para ese valor de a:

b) Calcule la distancia de la recta r al plano .

c¢) Calcule la ecuacion general (o implicita) del plano que contiene a la recta r y es paralelo
al plano 7.

selen Jun 2023 Solucion:

a) De la ecuacion del plano 3z —y — 2z = 5 obtenemos que ¥ = (3, —1, —2) es vector ortogonal a 7, de los
denominadores de la ecuacion de la recta que @ = (1,1, 1) es vector direccion de r. Si hacemos el producto
escalar de los dos vectores ¢ - w = (3,—1,—2) - (1,1,1) = 0, nos dice que esos vectores son ortogonales, por
tanto el plano 7 y la recta r son paralelos o bien la recta esta contenida en el plano.

Si la recta esta la contenida, el punto que se muestra en su ecuacion (a,3 — a,0) tiene que pertenecer a T,
sustituyendo en su ecuacion:

3a—3—-a)—2-0=5; 4a—3=5; 4a=38; a=2. Por tanto:
Para a # 2 recta y plano son paralelos. Para a = 2 la recta esta contenida en el plano.
r y—3 =z . .
b) La recta es ahora: r : — = =Z—— = T en la cual P(0,3,0) es un punto de ella. La distancia de la recta r

al plano 7 es la distancia del punto P(0,3,0) de r al plano 7
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d(r.7) = d(P,7) = Axog+ Byo+Cz+D| -3-5 | 8
ST ARy e | |VO+1+4] V4

¢) Para la ecuacion general del plano que contiene a la recta r y es paralelo al plano m podemos utilizar el
mismo vector ortogonal de 7 y hacer que pase por un punto de 7.

3r —y—2z+ D =0, sustituyendo P(0,3,0) resulta —3 — D = 0. Luego el plano que contiene a la recta r y
es paralelo al plano mes 3z —y —22+3 =0

= CUESTION 7

Dos urnas A y B contienen bolas de colores con la siguiente composicién: La urna A contiene
3 bolas verdes, 3 bolas rojas y 4 bolas negras, y la urna B contiene 1 bola verde, 3 bolas
rojas y 5 bolas negras. Se saca al azar una bola de la urna A y se mete en la urna B. A
continuacién, se saca al azar una bola de la urna B. Calcule:

a) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra, sabiendo que la bola
que se saco de la urna A era verde.

b) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra.

c¢) La probabilidad de que la bola que se saco de la urna A fuera verde, sabiendo que la bola
se ha sacado de la urna B ha sido negra.

selen Jun 2023 Solucion:

PASE EXTRA‘QCION a) Si se ha pasado una bola verde la composicion de la urna B es ahora
o 8 ] . 5 1
v R de 2 verdes, 3 rojas y 5 negras por tanto: p(Ng/Va) = 0 3
N — b) Teorema de la probabilidad total:
v P(NB) = p(NB/Va) - p(Va) + p(Np/Ra) - p(Ra) + p(NB/Na) - p(Na) =
503 5 3 6 4 5
X R R 10 10 10 10 10 10 100
N ¢) Teorema de Bayes:
Ve /Nw) = p(Ng/Va) - p(Va) _
v PVa/Ne) = vy pv. N5/Ra) p(R N5/Na)-p(Na)
o p(NB/Va) - p(Va) + p(Np/Ra) - p(Ra) + p(NB/Na) - p(Na)
Ny 5% 155
51
~ 106 54 18

= CUESTION 8

En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades. Se lanza una moneda al
aire 100 veces y se anota el resultado del lanzamiento, que puede ser cara o cruz con la misma
probabilidad. Determine:

a) Qué distribucion sigue la variable aleatoria que cuenta el ntimero de veces que sale cara.
b) Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.
c) Cudl es la probabilidad de que salga cara 60 veces.

d) Cual es la probabilidad de que el nimero de veces que sale cara sea mayor o igual que 55.

selen Jun 2023 Solucion:
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a) La distribucion X = "ntimero de caras en cien lanzamientos” con probabilidad de cara p = 0’5 es una
binomial B(100,0'5)

b) Media: g =n-p=100-0'5 = 50. Desviacion tipica: o =y/n-p-q=v100-0'5-0'5 =5

100 100
¢) p(X =60) = (60 )pﬁo gt = (60)0'560 - 0'5% = 0’0108

d) Como B(100,0'5) cumple que n-p = 100-0'5 > 5y n-q = 100-0'5 > 5 la aproximamos por la normal
X' con esa media y desviacion tipica N(50,5)

p(X > 55) = { aplicamos la correcciéon de Yates } = p(X' > 54'5) =
z—p 54,550

{ tipificando z = 5 = 0,9} =pZ > 0,9 =1-
o
0,8159 = 0, 1841 /—\
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CUESTION 1

Un conocido defraudador fiscal tiene distribuido su dinero negro en tres paraisos fiscales, las
Islas Caimén, Panama y Fiji. La suma total de este dinero es de 150 millones de euros. Si
perdiera la cuarta parte del dinero que tiene en las Islas Caimén, seguiria teniendo alli el
triple del dinero que tiene en Panama. Ademas, el dinero que tiene en Panamé sumado a las
dos quintas partes del dinero que tiene en Fiji es exactamente la mitad del dinero que tiene
en las Islas Caiman. Calcule cuanto dinero tiene en cada uno de los paraisos fiscales.

selen Jul 2022 Solucién:

Sean:

x = millones de euros en Islas Caiman
y = millones de euros en Panama

z = millones de euros en Fiji

z+y+2z=150 r+y+2z=150 r+y+z=150
T —7 =3y %:By 3r—12y =0
y+22=1% 10y + 4z = 5z 5z — 10y —4z =0
1 1 1
Resolvemos por Cramer. |[M|=|3 —-12 0 | =90
5 —10 —4
150 1 1 1 150 1 1 1 150
0 —12 0 3 0 0 3 —12 0
0 —-10 —4 7200 5 0 —4 1800 5 —10 0
€r —= —= —= 80 —= —= —= 20 —= —=
Zroo 90 90 Y 6 90 o 6
> =50
90

Por tanto tiene: 80 millones de euros en Islas Caiméan, 20 millones de euros en Panama, 50 millones de euros
en Fiji

17
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= CUESTION 2
Se dice que una matriz cuadrada A es idempotente si cumple que A? = A.
a) Si A es una matriz idempotente, calcule razonadamente 42922,

b) Si A es una matriz idempotente y regular (o inversible), calcule razonadamente su deter-
minante.

c¢) Determine para qué valores de a y b la siguiente matriz es idempotente

a 0 0
A= 2 1—a 0
0 0 b

selen Jul 2022 Solucioén:

a) A2=A; AP=A2 A=A A=A A=A A=A A=A . A2_ 4

b) Llamemos |A| = z, como el determinante de la matriz producto es el producto de los determinantes:

A-Al=|A]l-|A| = |A)]? = 2? .
{l | =1A]-[A] = [A] v por tanto :172::17., ;L*Z—;L*:Oque tiene de soluciones 0 y 1, como nos

A-Al= A = e

dicen que es invertible necesariamente el determinante de A es 1

a 0 0 a 0 0 a® 0 0
c)A’=| 2 1-a 0 2 1—a 0 |=| 2 (1-a? 0 |=A
0 0 b 0 0 b 0 0 b2
a = a?
1—a=(1-a)? portantoa=0,1;b=0,1
b=b>

= CUESTION 3
Inz

Considere la funcion f(x) dada por f(z) =< z—1
a si x=

si x>0yax#1

a) Calcule el limite de f(z) cuando x tiende a +o0.
b) Determine el valor de a para que la funcion f(x) sea continua en z = 1.

c) Estudie si, para dicho valor de a, la funcién f(z) es derivable en x = 1. En caso afirmativo,
calcule el valor de la derivada de f en x = 1.

selen Jul 2022 Solucion:

Inx
a) lim nz _ oo/ = lim

= ., . =0
x—oo x — 1 L’Hopital 00

— 8=

b) Para que sea continua en x = 1 ha de ser h’m1 flx)=f(1)
T—r

) . Inx 0/0 .1
AT ETT T wHopita AT T

Como esta definido f(1) = a, para que sea continua tiene que ser a = 1.

¢) Aplicando la definicion de derivada:
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In(1+h) In(1+h) In(1+h)—h
1+h)—f(1) a1 L —5— 1 —
(1) = 1im L = lim =L — | h = 1If h =
F) ey h hs h ey h ey h
1 1-(1+h) —h -1
g BAER =R 00 e TR Tl e TR g TR g, T L
h—0 h? L’Hopital — h—0  2h h—0  2h h—0 2h  h—0 2 2

= CUESTION 4
Considere la funcion f(z) = x?e™*, definida para todo valor de = € R.
a) Calcule la derivada de f(z) y determine sus intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.
b) Calcule la integral indefinida de la funcion f(z).

c¢) Determine la primitiva de la funcién f(z) cuya grafica pasa por el punto de coordenadas
(0,1).

selen Jul 2022 Solucién:

a) Empezamos calculando la derivada:

fl(x) =2ze™ —2%e " = (20 — 2%)e™®

que se anula en z =0y x = 2, estudiamos el signo de la derivada:

x 0 2

Yy - + -

y N 7 pN
MINIMO MAXIMO

f decrece en (—o00,0) U (2,00) y crece en (0,2)
b) Es integral por partes /;L’zefl’ dx = {

{ u = 2.L du = 2d£l7 . } _ 7?[}2671 + |:2TPL + / QszT:| _ *132671 o 2.7}671’ o 2671’ —

u=2a> du=2xdz }

2 _ —x —x
= —z‘e 2ze” Ydx =
dv=e""dxr v=-—e e +/ re ar

dv=e"%dr v=—e

= (22 +22+2)e "+ C

¢) Si F(x) es la primitiva tenemos que F(0) = 1
—(04+2)’+C=1, —24+C=1; C=3
La primitiva de f(x) que pasa por (0,1) es F(z) = —(2* + 22 +2)e ™ * + 3

= CUESTION 5
Considere el plano 7 de ecuacion 7 : +y+ 2z = 1y la recta r dada por r : { t=y=0 ]
ar—z=a—

a) Estudie la posicion relativa del plano 7 y de la recta r en funcion del parametro a.

b) Si a = —1 la recta r corta al plano 7. Calcule en ese caso el punto de corte y el dngulo
que forma la recta r con el plano 7.

selen Jul 2022 Solucion:

a) Hallamos las ecuaciones paramétricas de r, es facil poner x como parametro.
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r=1t
=x
7 { y y=t Por tanto ¥ = (1,1, a) es un vector direccion de r.
z=1—a+ax
z=1—a+at

El vector ortogonal de 7 es w = (1,1, 1),
El producto escalar v-w =1+ 1 + a luego:
Para a = —2 los vectores ¥ y w son perpendiculares por tanto la recta y el plano son paralelos.

Para a # —2 los vectores ¢ y w no son perpendiculares, la recta y el plano se cortan. En particular si a = 1
los vectores son paralelos y por tanto r es perpendicular a 7.

b)
Para hallar el punto de corte sustituimos las paramétricas de

y=1tz=—1
t+t—t=1; t=1 sustituyendo obtenemos el punto de corte (1,1, —1) /

El dngulo es el menor angulo que forma la recta r con su proyeccién ortogonal / ---------- I/(/

sobre el plano.

=t
7‘:{1j en la ecuacionde m:x +y+ 2z =1

Se halla a partir del &ngulo que forman el vector direcciéon de la recta y el vector

ortogonal del plano, el angulo buscado es el complementario.

I+1-1] 1
V33 |3

ORT

1
7= (1,1,-1);@ = (1,1,1); cos(a’) = arcos(g) =70'53"

|9 |
Angulo 7,7 = 90 — 70’53 = 19/47°
CUESTION 6

Considere las rectas r y s dadas por

=1 _y =z S_{:c—i—Zz:l

T T y=0

a) Compruebe que las rectas son coplanarias (es decir, estan contenidas en un mismo plano)
y calcule la ecuacion del plano que las contiene.

b) Calcule la distancia de la recta r al plano 7 : x —y + 22 =3

selen Jul 2022 Solucién:

Vamos a obtener un punto y un vector direcciéon de cada recta:

-1 _y_ =z {P(L0,0)

T == =

-1 1 71 7= (-1,1,1)
49 1 r=1-2z
T +2z=
S: { _ 0 resolviendo el sistema dejando z como pardmetro: s: ¢ y =0
vy= z=2z
=1-2t
s ) =0 or tanto: P(1,0,0)
N, P @ =(-2,0,1)
z =

Es inmediato ver que ¢y W no son proporcionales, por tanto las rectas no son paralelas, por tanto se cortan
o0 se cruzan, como ambas contienen el punto P(1,0,0) podemos afirmar que se cortan en ese punto.

Del plano que contiene las rectas conocemos:
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el punto P(1,0,0) y los vectores direccion v = (—1,1,1); @ = (—2,0,1)
r—1 y =z
-1 1 1 |=—x+2y—>5z. El plano que contienearyasesz—y+2z—1=0
-2 0 1

b) El plano 7 : © — y + 2z = 3 tiene como vector ortogonal el @ = (1, —1,2)

El producto escalar @-¢ = (1,—1,2)-(—1,1,1) = —14+ —1+42 = 0, por tanto los vectores son perpendiculares
y la recta y el plano son paralelos.

La distancia de la recta r al plano 7 es la distancia de un punto, por ejemplo P(1,0,0), de r al plano =

d —gpa — AT+ Byp+Cz+ D | 1-3 | _ 2
(rm) =dbm) = | = g or | |Viriedl V6

s CUESTION 7

Un estudio publicado en Environmental, Science and Technology ha revelado que la probabi-
lidad de contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes es 0,45. Ademas, segin los datos
de las Naciones Unidas, en el mundo hay actualmente un 50,5 % de hombres y un 49,5 % de
mujeres.

a) Suponiendo que los sucesos “contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes” y “ser
mujer” sean independientes, calcule la probabilidad de que una persona elegida al azar sea
mujer y contraiga el Covid-19 en el interior de restaurantes.

b) En el mismo supuesto que en el apartado a), calcule la probabilidad de que una persona
elegida al azar no sea mujer o no contraiga el Covid-19 en el interior de restaurantes.

c) Si se eligen 8 personas al azar, ;cuél es la probabilidad de que al menos 4 de ellas contraigan
el Covid-19 en el interior de restaurantes?

selen Jul 2022 Solucion:

Consideramos los sucesos: M ser mujer, V ser varon, D contraer el Covid-19 en el interior de restaurantes.
Las probabilidades son: p(M) = 0'495; p(V) = 0'505; p(D) = 0'45

a) Como M y D son independientes, la probabilidad de que sea mujer y contraiga el Covid-19 es p(M N D) =
p(M) - P(D) = 0'495 - 045 = 0'22275

M D

b) No sea mujer o no contraiga el Covid-19 se expresa M¢ U D¢,
que es el complementario de M N D, por tanto: p(M°U D) =
1—p(MND)=1-022275=077725

c) Estamos ante una binomial X :  B(n,p) = B(8,0'45) y piden la probabilidad de p(X > 4), es mas corto
el complementario:

PX=4)=1-px<3)=1-[pX =0)+pX =1)+p(X =2)+p(X =3)] =
1— Ki) 0'55% 4+ (f) 0'45-0'55" + (2) 0’452 . 0'55% + (i) 0453 . 0’555} = mirando en la tabla =

1 — (0’0084 4 00548 + 0'1569 + 0'2568] = 1 — 0'4769 = 0’5231
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= CUESTION 8

En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

La altura de los individuos de una poblacién sigue una distribucién normal de media 175 cm
y desviacion tipica 4 cm.

a) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar mida mas de 170 cm.
b) Calcule qué porcentaje de la poblacion mide entre 170 y 185 cm.

c¢) Calcule la altura que es superada por el 33 % de la poblacion.
selen Jul 2022 Solucién:

a) En la distribucion normal: N(175,4). Piden: p(X > 170) =

r—p 170 — 175
- { tipificando z = ~—# — - 1725} —p(Z > —1,25) =

o 4
p(Z < 1'25) = 0,8944 /\

b) En la distribucion normal: N(175,4). Piden p(170 < X < 185) = 170
x—p 170 =175 185 — 175

: 1,25;@?2,5}

p(—1,25 < Z < 2,5) = 10,9938 — 0,1056 = 0, 8881
En porcentaje el 88’81 % mide entre 170 y 185 cm

170 185

= { tipificando z7 =

¢) Es el problema inverso, en la distribucion normal N(175,4).

Hallar el valor de la variable z de modo que p(X > z) =0,33 033
Como es menos del 50 % lo hacemos por complementario: 1 —0'33 = 067 /\L
Hallamos el valor de la variable 2z de modo que  p(X < x) = 0,67

En N(0,1): =z de modo que p(Z < z) = 0,67 — z = 0,4399 175 *

r=p+o-z=175+4-0'4399 = 176’7596 ~ 176’76 cm
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2.2. Junio ordinaria 2022

= CUESTION 1

La suma de las edades de Carmela, Esperanza y Aurora es 68 anos. La edad de Carmela es 5
anos mas que la mitad de la suma de las edades de Esperanza y Aurora. Ademas, dentro de
4 anos la edad de Aurora sera la edad que actualmente tiene Esperanza. Calcule las edades
de cada una de ellas.

selen Jun 2022 Solucion:
Sean:

z = edad de Carmela

y = edad de Esperanza

z = edad de Aurora
r+y+ 2z =068
I y+
r =5+ %
z+4d=y

r+y+ 2z =068
20 —y — 2 =10

y—z=4
1 1 1
Resolvemos por Cramer. [M|=|2 -1 —-1|=6
0 1 -1
68 1 1 1 68 1 1 1 68
10 -1 -1 2 10 -1 2 -1 10
4 1 -1 156 0 4 -1 138 0 1 4 114
xr = = {? :267 y: N :—}:237 Z:—:—.Ilg
6 6 6 6 6 6
Por tanto las edades son: Carmela 26 anos, Esperanza 23 afios, Aurora 19 anos.
= CUESTION 2
0 3 4 1 00
Considere las matrices A = 1 -4 -5 |yB=|1110
-1 3 4 1 11
a) Si I denota la matriz identidad de orden 3, compruebe que A* = —I y calcule A%,

b) Calcule la inversa de A.

¢) Resuelva la ecuaciéon matricial AX — BT = A% donde BT denota la matriz traspuesta de
B.

selen Jun 2022 Solucion:

0 3 4 0 3 4 -1 0 1
a) A = 1 4 -5 |- 1 -4 -5 |= 1 4 4
-1 3 4 -1 3 4 -1 -3 -3
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0 3 4 -1 0 1 -1 0 0
A=A A= 1 -4 5 || 1 4 4 |=|0 -1 0 |=-I=(-1)-I
-1 3 4 -1 -3 -3 0 0 -1

42023 _ 43-6T4+1 _ (A"S)GM-A:( D™ A= (1) . 5. A= A=A

1
b) La inversa es: A™! = Wadj(AL)
0 1 -1
At = 3 —4 3
4 -5 4
’—43' ’33’ '3—4
4 _r
j 41 0 ' f 0 01 Lol
Ay At — _ - B — e
adj(4') '—5 4‘ ‘4 4‘ ‘4—5 1 ;l §
1 -1 0 —1 0 1
—4 3 3 —4
como el determinante de la matriz dada _1 B 4 B
es -1 la matriz inversa es:

¢) AX — BT = A%, AX = A?+ BT, A7Y(A% 4+ BT)

X =
-1 0 1 11 1 2
A%+ BT = 1 4 4 -1 o0 11 5
-1 -3 -3 0 0 1 -2
1 4 4
X=A1A?+B") = 0 -9 —14
- 0o 7 11

CUESTION 3
En este ejercicio se puede utilizar el resultado del apartado a) para realizar el apartado b),
aun en el caso en que no se sepa realizar el apartado a).

Un triatleta participa en una competicion de SwimRun en la que debe ir desde el punto
A, situado en la orilla de un canal de agua en reposo de 2 kilometros de ancho, hasta el
punto B, situado en la otra orilla del canal y a una distancia de 10 kilémetros del punto C
(punto opuesto de A), tal y como se indica en la figura. Para ello, debe ir nadando desde A
hasta cualquier punto D de la otra orilla del canal y continuar corriendo desde D hasta B.
El triatleta tiene plena libertad para elegir D.

10 km

) R
- >

ce——>»p B

® »- -

21{11’1 . ¢’
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a) Sabiendo que el triatleta es capaz de nadar a una velocidad de 4 km/h y de correr a una
velocidad de 12 km/h, demuestre que el tiempo total empleado por el triatleta en ir desde
x?2+4 N 10—z

A hasta B (pasando por D) viene dado por la funcion f(z) = 1 G

, donde x
denota la distancia de C a D.

b) Calcule cual debe ser el punto D para que el tiempo empleado por el triatleta en ir desde
A hasta B sea minimo. ;Cuanto tardara en dicho caso?

selen Jun 2022 Solucion:

a)

Tiempo = espacio/velocidad

/922 72
tiempo que nada de A a D: fi(z) = %

10—z
tiempo que corre de D a B: fa(z) = B :

/4 2 10 —
Por tanto el tiempo total es f(z) = I”L + D "L

b) Se trata de minimizar la funciéon f

Empezamos calculando la derivada:

f(x) = L 20 L_ 1( ! 1) igualando a 0:
)T oAtz 12 4a\Vara.z 3)® :

x 1 3r — V4 + 22
0; T " —0: 3x—\V4+22=0; V4d+22=3x; 4+2°>=92% 8z°=4;

Vita® 3
I
2 TR

estudiamos el signo de la derivada:

8

1 1

T = —
2 2

+
y A N
MAXIMO MINIMO

|+

f tiene el MINIMO para = =

-

B 1 4+ b 10 — %
y el tiempo MINIMO es f (—2) = 1 + D ~ 1’3047 ~ 1 hora 18 minutos

= CUESTION 4
Considere la funcién f(x) = xIn(x), definida para = > 0.
a) Calcule la derivada de f(x) y determine sus intervalos de crecimiento y/o decrecimiento.
b) Calcule la integral indefinida de la funcion f(z).

c¢) Determine la primitiva de la funcién f(z) cuya grafica pasa por el punto de coordenadas
(1,0).

selen Jun 2022 Solucion:
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+
p s
MINIMO

u=Ilnz;, du=2Ldx x? z? 1 x? T x? x?
b ‘Inxde = ' T, =lnher—— [ — —de=Inzr—— [ =dz=— Inz——+C
)/111:13 x {dv:azdaz, v 2 } nz /2 —dz =z /2 f 5 Iz 4+

1 1 1

Sea F'(z) la primitiva: tenemos F'(1) =0 : 3 Inl— 1 +C=0; C= 1
z? 2 1
La primitiva que pasa por (1,0) es F(x) = 5 Inx — o + T

CUESTION 5
Considere las siguientes rectas:

T.x+2_y—3_i Jr—=2=0
: = =1

= = 5
-1 o0
a) Estudie la posicion relativa de ambas rectas.

b) En caso de que las rectas se corten, calcule la ecuacion del plano que las contiene y el
angulo que forman ambas rectas. En caso de que las rectas se crucen, calcule la perpendicular
comun a ambas rectas.

selen Jun 2022 Solucion:

Vamos a obtener un punto y un vector direcciéon de cada recta:

. P(-2,3,0)
. U= (717 17 0)
r—2z=0 . . o .
S: 1 resolvemos el sistema para tener las ecuaciones paramétricas, pasamos z al otro miembro
y fr—
rT =z
oo ardmetros o1 4 [0
pardmetro: s : y =1 por tanto: s: 2
z=2z w=(1,0,1)

Es inmediato ver que ¢ y w no son proporcionales, por tanto las rectas no son paralelas, por tanto se cortan
0 se cruzan.

— —

Consideramos el vector QP = (—2,2,0). Veamos el rango de (QP, ¥, w). Calculamos el determinante de la
-2 2 0
matriz que forman: | —1 1 0 | =0, por tanto r y s se cortan.
1 0 1
r=-2—1
Para hallar el punto de corte sustituimos las paramétricas de r:< y =3+t en uno de los planos que
z=0

definen s y que dé soluciéon, el y = 1 queda 3+t =1; t= —2, El punto de corte de las dos rectas es (0, 1,0)
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b) El angulo de las dos rectas es el menor de los angulos que forman. Se
halla a partir de dos vectores direccién.
v (-1,1,0)-(1,0,1)

|9]. ] V2.V2 2] 2

se toma valor absoluto porque no sabemos si se trata del angulo « o de

-1 1

CoOSx =

su suplementario) o = ar COS% = 60°

El plano que contiene a r y a s pasa por el punto @ y tiene como vectores direccion ¢ y w, su ecuacion
z y—1 =z

matricial es: | —1 1 0Ol=2+y—2—-1=0
1 0 1

El plano que contiene a r y a s tiene de ecuaciéon x +y — z =1

= CUESTION 6
Considere los puntos A = (1,—1,2) y B = (3,5, 2).
a) Determine la ecuacion del plano 7 perpendicular al segmento AB y que pasa por el punto
medio de dicho segmento.
b) Calcule la distancia del punto A al plano .
selen Jun 2022 Solucion:

a) Es el plano mediatriz de un segmento AB, que se puede hallar como el plano de vector ortogonal AB que
pasa por el punto medio del segmento AB.

sea M (Zy, Ym, 2m) €l punto medio, se tiene:

1tz 143 y1+y  —1+5
Tm = =—=2 ym = B = B =2 z2m=
21+ 29 2-|—2_
2 2

AB = 3-1,5+1,2-2) = (2,6,0), como interesa la direccion A

tomamos como vector ortogonal al plano el ¥ = (1,3,0)

7w :x + 3y = D hacemos que pase por M :;, 2+4+3-2=D; D =238. B
El planoes m: 2z + 3y =8

b) La distancia del punto A al plano 7 sera la mitad del médulo del
vector AB: Es decir:

d(A,7) = %\/22+62 = %\/4_: V10

= CUESTION 7

Dos urnas A y B contienen bolas de colores con la siguiente composicién: La urna A contiene
6 bolas verdes y 4 bolas negras, y la urna B contiene 2 bolas verdes, 4 bolas negras y 3 bolas
rojas. Se saca al azar una bola de la urna A y se mete en la urna B. A continuacién, se saca
al azar una bola de la urna B. Calcule:

a) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea roja.

b) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea verde, sabiendo que la bola
que se saco de la urna A era verde.

c¢) La probabilidad de que la bola que se saca de la urna B sea negra.
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selen Jun 2022 Solucion:
a) Sumando las probabilidades de las ramas correspondientes:

)
A%
. p(R) = 160 13()*1%'5_0:13_0
/10 R b) En el arbol es directo: 6 3
v p(Vo/V1) = 130 {es redundante razonar: p(‘;z(;l)‘/l) = E%ﬁ }
- N ¢) Es anélogo al apartado 2) szmanio las proﬁibihdades de las ramas
R — correspondientes: p(N) = 0 1707170 10" 2%

CUESTION 8
En este ejercicio trabaje con 4 decimales para las probabilidades.

El cociente intelectual (CI) de los estudiantes universitarios sigue una distribucién normal
de media p y desviacion tipica o desconocidas. Se sabe que la media es igual a 10 veces la
desviacion tipica y que el 93,32 % de los estudiantes tiene un CI menor de 115.

a) Calcule la media y la desviacion tipica de esta distribucion.

b) Si se eligen al azar 5 estudiantes universitarios, cuél es la probabilidad de que exactamente
3 de ellos tengan un CI mayor de 1157

selen Jun 2022 Solucién:

a) Nos dicen que en la normal X : N(u, o), se sabe que =100 y que P(X < 115) = 0'9332

El valor de la tabla de la normal N(0,1) que corresponde con esa probabilidad es p(z < 1'5) = 0'9332, luego

- 115 — 10
TR 5= 227 % 56 = 115— 100, 1150 = 115; o = 10

sustituyendo en la tipificacion: z =

’
g

por tanto p = 100
La distribucion es X : N (100, 10)

b) Lo anterior se puede leer también: elegido un individuo al azar la probabilidad de que tenga un CI menor
de 115 es p = 0'9332. Luego la probabilidad de que tenga un CI mayor de 115 es p = 1 — 0'9332 = 0/0668.
Por tanto al elegir 5 tenemos ahora la variable X’ binomial B(5,0'0668)

Piden p(X' = 3) = 3

tengan CI mayor de 115.

5\ - .
) p3¢* = 10-0'0668> - 0'93322 = 0’00259 es la probabilidad de que tres de los cinco
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CUESTION 1
Considere el siguiente sistema de ecuaciones en funcién del parametro a:

r+ay—2=0

20 +y+az=0

rT+5y—az=a+1

a) Determine para qué valores de a el sistema tiene solucion tnica.
b) Determine para qué valor de a el sistema tiene infinitas soluciones y resuélvalo en ese caso.
¢) Determine para qué valor de a el sistema no tiene solucion.
selen Jul 2021 Solucién:

Estudiamos el sistema, para ello hacemos el determinante de la matriz de coeficientes:

1 a -1
IM|={2 1 a |=3a*>-6a—-9,30>-6a—-9=0, a=3,a=—1
1 5 —a

a) Por tanto para a # —1,a # 3, rango(M) = 3 = rango(A) = ntmero de incognitas, el sistema es
compatible determinado, tiene solucién tnica.

b) Para a = —1 la matriz ampliada queda:
1 —-1}-1 0

A= 2 1 | -1 0 |, queda un sistema homogéneo rango(M) = 2 = rango(A), el menor remarcado es
1 5 1 0

distinto de cero, el sistema es compatible indeterminado, o sea con infinitas soluciones dependientes de un
parametro, por ello eliminamos la tercera ecuacion, queda la matriz:

1 -1 -1 0
2 1 -1 0

L . . . rT—y=2=z
Pasando la tercera incégnita al otro miembro como parametro queda el sistema: 2+ , sumando
T4y =2
2 ) ) 2 1
resulta 3z = 2z; = = 3% sustituyendo en la primera 32 V=% y=-32

29
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2 1
Por tanto para a = —1 la soluciéon es z = 3 t, y= -3 t, z=t, teR

¢) Para a = 3 la matriz ampliada queda:

1 3 -1 0
A= 2 1 3 0
1 5 -3 4
Consideramos el menor formado de la matriz ampliada:
1 30
2 1 0|=-20#0
1 5 4

Por tanto para a = 3, rango(M) =2 < rango(A) = 3 sistema incompatible, sin solucion.
CUESTION 2

Considere la matriz A = ( f ; )

a) Si se denota por tr(A) la traza de la matriz A (es decir, la suma de los elementos de su
diagonal principal) y por |A| el determinante de A, compruebe que, para cualquier valor de

a, se cumple la ecuacion A% = tr(A) A — |A|I, donde I denota la matriz identidad de orden
2.

b) Determine para qué valores de a la matriz A es regular (o inversible).

c¢) Para a = —3, resuelva la ecuacién matricial AX — A® = A, donde A’ denota la matriz
traspuesta de A.

selen Jul 2021 Solucién:

a) Vemos que tr(4) =4, |Al=4+a
A2 2 a) 2 a _ 4—a 4a
-1 2 -1 2 -4 4—a
2 a 1 0 8 4da 44a 0 4—a 4a
tr(A) A— = - = - =
r(A4) A-|AlT 4(1 2>(4+a)(01) (4 8) ( 04+a> ( 4 4a>

b) Una matriz tiene inversa cuando su determinate no es cero.

2 a

1 9 |= 44 a. Por tanto hay inversa siempre que a # —4

|A|=]

¢) Para a = —3 resulta A = ( 7? _3 >

Despejando en la ecuacion AX — A" = A; AX =A+ A" ATTAX=A"1A+AY);, X=A"1A+AY

La inversa es la adjunta de la traspuesta dividida por el determinante:

alls < A1, —1- t__ 2 —1 . SOALY — 2 3 . -1 _ 2 3

Hallamos A" |A| = 1; A(3 2), ad,](A)(1 2), A= 1 9
. 2 -3 2 -1\ 4 —4

A+A_(—1 o )t 3 2)7 4 4

a1 n_ (2 3 4 -4\ (-4 4

X=4 (A+A)_(1 2 -4 4 ) \ -4 4
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= CUESTION 3
Dada la funcién f(z) = 2%~ definida para todo valor de x € R, se pide:

a) Calcule sus extremos relativos (méaximos y minimos) y determine sus intervalos de creci-
miento y decrecimiento.

b) Calcule lim f(z)y lim f(z)

T—r—+00

selen Jul 2021 Solucién:

a) Empezamos calculando la derivada:

f(z) =22ze™ — 2% = (22 — 2%)e™

que se anula en x = 0 y « = 2, estudiamos el signo de la derivada:

0 2

+
y N s N
MINIMO MAXIMO

. . 4
[ tiene un MINIMO en (0,0) y un MAXIMO en (2, —)
e

f decrece en (—o00,0) U (2,00) y crece en (0,2)

2
b) Calculamos primero lim f(x), y escribimos la funcién en forma de cociente f(z) = —
T—+00

GCE
2
x 2x
i oo 0/ 2 ol e 2
z—00 ¥ L’Hoépital z—00 % L’Hoépital z—00 €%

, 00
lim —:{—}:—&—00

r——o00 e¥ 0+

s CUESTION 4

a) Calcule la integral indefinida / x sen(2?) dz utilizando el método de cambio de variable

(o método de sustitucion).

b) Determine el menor valor de a > 0 para el cual se cumple / z sen(z?) dx.
0

selen Jul 2021 Solucioén:

)/ (2?)d vt /1 tdt 1/ Lt = — L cost
a x sen(z”) der = = [ —sen = — [ sen = ——cost =
2x dx = dt; mdm:%dt 2 2 2

1
=3 cos(z?) + C
“ ) 1 Nk 1 5 1 1 )
b) z sen(z®)dz = |- cos(z?)| = —=cos(a®) + = cos0= = (—cos(a®) +1) =1
0 2 . 2 2 2

—cos(a®)+1=2; cos(a®)=—-1; a*=m a=+7

s CUESTION 5

Considere las rectas de ecuaciones
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r—1 vy =z—-1 r—2y=-1

T == y S
1 1 —1 y+z=1

a) Compruebe que las rectas se cortan en un punto y calcule su punto de corte.

b) Determine el angulo que forman las dos rectas.

c¢) Calcule la ecuacion del plano que contiene a las dos rectas.
selen Jul 2021 Solucién:

Vamos a obtener un punto y un vector direcciéon de cada recta:

. { P(1,0,1)

v=(1,1,-1)
r—2y=—1 . . o
s n 1 resolvemos el sistema para tener las ecuaciones paramétricas, pasamos y al otro
Yyrze=
r=—142
. . Y Q(_L Oa 1)
miembro como pardmetro: s : Y=y por tanto: s: _
1 w=(2,1,-1)
r=1=Y

Es inmediato ver que ¢ y @ no son proporcionales, por tanto las rectas no son paralelas, por tanto se cortan
0 se cruzan.

Consideramos el vector QP = (2,0,0). Veamos el rango de (Q_P,E, w). Calculamos el determinante de la
2 0 0
matriz que forman: | 1 1 —1 | =0, por tanto r y s se cortan.
2 1 -1
r=1+t
Para hallar el punto de corte sustituimos las paramétricas de 7 : y=t en uno de los planos que
z=1—t

definen s y que dé solucioén, el x — 2y = —1 queda 1 +¢ — 2t = —1; ¢ = 2, El punto de corte de las dos
rectas es (3,2, —1)

b) El angulo de las dos rectas es el menor de los dangulos que forman. Se
halla a partir de dos vectores direccién.

DR (1,1,1)-(2,1,1)’ 24141 4
cosa = |—=——=| = — _ _
|| V3./6 V3.6 V18
0'9428
(se toma valor absoluto porque no sabemos si se trata del angulo « o de
su suplementario) « = ar cos \/% = 19470

b) El plano que contiene a r y a s pasa por el punto P y tiene como vectores direccion ¥ y W, su ecuacion
r—1 y z-1
matricial es: 1 1 -1 |=—y—24+1=0
2 1 -1

El plano que contiene a r y a s tiene de ecuacion y + z =1

CUESTION 6

Los puntos A = (2,0,0) y B = (—1,12,4) son dos vértices de un triangulo. El tercer vértice
dor + 32z = 33

C se encuentra en la recta r dada por 7 : { 0
’y =
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a) Calcule las coordenadas del tercer vértice C' sabiendo que la recta r es perpendicular a la
recta que pasa por Ay C.

b) Determine si el tridngulo ABC' tiene un angulo recto en A y calcule su area.
selen Jul 2021 Solucién:

a) Resolvemos el sistema para tener las ecuaciones paramétricas de la recta (despejamos z en la primera
4 r=ux
ecuacion: 3z =33 —4x; z=11— ga:) r:< y=20

2’:11—%1’

4
para evitar trabajar con denominadores en vez del vector direccion (1,0, _§) utilizamos el paralelo v =

(35 07 74)
=3t
utilizamos las paramétricas: r: ¢ y =0 t€ R el punto C de
z=11 -4t
r es de la forma (3t,0,11 — 4t) A

Para que r sea perpendicular a la recta que pasa por A y C, han de ser
perpendiculares CA = (2 —3t,0,—11 + 4t) y el vector direccion de
r: U= (3,0,-4)
El producto escalar ha de ser cero:
7-CA = 3(2—3t)+0+—4(—1144t) = 50— 25t = 0; ¢t = 2 sustituyendo
en las paramétricas de r
r=3-2=6
y=0 t € R Tenemos el punto C = (6,0, 3)
z=11-4-2=3

b) El tridngulo sera rectangulo en A si AB = (—1—2,12,4) = (—3,12,4)
y AC = (6—2,0,3) = (4,0, 3) son perpendiculares, si el producto escalar
es cero: AB-AC = —1240412=0

El &area del tridngulo es la mitad del modulo del producto vectorial de
los vectores AB = (—3,12,4), AC = (4,0,3)

-

i j k
QPAQR=| -3 12 4 |=36i+25] — 48k
4 0 3

El modulo es: |QP A QR| = /362 + 252 + 482 = V4225 = 65
La mitad es: Area = 75 u?
= CUESTION 7

Una urna contiene cinco bolas negras, numeradas del 1 al 5, y siete bolas blancas, numeradas
del 1 al 7. Se saca de la urna una bola al azar. Calcule:

a) La probabilidad de que la bola sea blanca.
b) La probabilidad de que la bola esté numerada con un nimero par.

c¢) La probabilidad de que la bola esté numerada con un ntmero par, sabiendo que es una
bola blanca.

d) La probabilidad de que la bola sea blanca y esté numerada con un nimero par.
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e) La probabilidad de que la bola sea blanca, sabiendo que estd numerada con un nimero
par.

selen Jul 2021 Solucién:
”N” negra, hay 5, ”B” blanca hay 7, total de bolas 12

1, 2, 3, 4, 5 de las negras, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 de la blancas, hay 2 niimeros pares en las negras y 3 ntmeros
pares en las blancas, " P” par

7

a) La probabilidad de que la bola sea blanca p(B) = 13"
-

b) La probabilidad de que la bola esté numerada con un namero par p(P) = %

¢) La probabilidad de que la bola esté numerada con un numero par, sabiendo que es una bola blanca
(P/B) p(PNB) & 3
p _ 7 — ==
p(B) 5

3
d) La probabilidad de que la bola sea blanca y esté numerada con un nimero par p(P N B) = 2

e) La probabilidad de que la bola sea blanca, sabiendo que estd numerada con un namero par

p(BNP) 15 3
B/P)= —% = =& = —,
p( / ) p(P) % 5
CUESTION 8

Juan es un estudiante bastante despistado y su tutora esta cansada de que llegue tarde a
clase. El se defiende diciendo que no es para tanto y que la tutora le tiene mania. Ella le
propone el siguiente trato: si en los proximos 9 dias Juan llega tarde como mucho 2 dias, la
tutora le sube 1 punto en la nota final de la evaluaciéon. Sabiendo que la probabilidad de que
Juan llegue tarde a clase cada dia es 0’45, determine:

a) El tipo de distribucién que sigue la variable aleatoria que cuenta el nimero de dias que
Juan llega tarde a clase en los proximos 9 dias. jCuédles son sus pardmetros?

b) ;Cuél es la media y la desviacion tipica de esta distribucion?

c) ;Cual es la probabilidad de que Juan consiga la ansiada subida de 1 punto en la nota
final?

selen Jul 2021 Solucion:

a) Estamos ante una variable aleatoria discreta X ntmero de dias en que llega tarde, es una distribucion
binomial B(n,p), n =9, p = 045, es la probabilidad de llegar tarde; B(9,0'45)

n

Entonces la probabilidad viene dada por: p(X = z) = (
T

)-px-q”” cong=1-—p

b) Los parametros de la binomial son:
p=np=9-045=405, 0%>=npq=09-045-0'55=22275, o = 149248

Por tanto: media p = 4’05, desviacion tipica o = 149248

¢) Nos piden p(X < 2) =p(X =0) +p(X = 1) + p(X = 2) mirando las tablas:
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35

9
0

-0'55% = 0'0046

Ne)

p(X =0)
p(X =1)

( ) -0’45 - 0'55% = 0/0339

(9) -0'452% . 0’557 = 0’1110

—_

X =2)={,

Entonces p(X < 2) =